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1 推荐用书

电动力学的推荐书是两本：

• Griffiths《Introduction to Electrodynamics》。Griffiths 的教材都很经典，这本也不例外。讲得很
清楚，也很容易入手。不过国内的学生读起来可能会感觉过于简单，其实大部分内容很接近一般

普物电磁学教材的难度，但是数学更严格一点。

• Jackson《Classical Electrodynamics》。恐怕对这本书的批评和赞扬是差不多多的。批评主要在于
这本书过于重视数学计算，内容太多太庞杂，习题超难。据说当年霍金做完了里面全部的习题，传

为一段佳话。据说会教你解各种你一辈子也遇不到的奇葩边界条件。可能以它的篇幅，如果不是

做电磁场相关的领域，还是留着当字典好了。

2 麦克斯韦方程组（一般写法）

将高斯定理、电场环路定理、安培环路定理、磁高斯定理、法拉第电磁感应定律、位移电流假设等

综合在一起，麦克斯韦总结出了描述电磁场运动的麦克斯韦方程组：
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∇ ·E = ρ
ε0
（高斯定律）

∇ ·B = 0（磁高斯定律）

∇×E = −∂B
∂t
（法拉第电磁感应定律 + 电场环路定理）

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E
∂t
（安培环路定理 + 位移电流假设）

对于给定的电荷 ρ 与电流密度 J，我们可以确定出在各个介质表面电磁场满足的边界条件。对于

给定的边界条件，数学的偏微分方程理论告诉我们麦克斯韦方程有唯一确定的解，于是我们可以得知空

间中电磁场的分布。接下来的问题只是怎么解这一组偏微分方程，但这是数学的事。

而电荷在电磁场中的受力由洛伦茨力给出：

F = ρE + J ×B (1)

接下来就是牛顿第二定律的事情了。

好了，电动力学讲完了。

………………………………………………

等等，这样是不是太短了？

嗯，总得多找点内容充充篇幅，不过解方程这种事情太繁琐了，大家看教材吧。接下来我们讲讲麦

克斯韦方程的 N 种写法与狭义相对论。

3 麦克斯韦方程的 N 种写法

你知道麦克斯韦方程有至少 5 种写法吗？

3.1 积分写法

大家初次接触到麦克斯韦方程的时候，往往见到的是一组积分方程（尤其工程的教材）：∮
E · dS =

q

ε0
, (2)∮

E · dl = − ∂

∂t

∫∫
B · dS, (3)∮

B · dS = 0, (4)∮
B · dl = µ0I0 + µoε0

∂

∂t

∫∫
E · dS. (5)

这个写法一点也不简洁，也不方便解，但却直观地体现出了高斯定律等定律。积分方程和微分方程

是通过（广义的）斯托克斯定律相互转化的：∮
∂V

A · dS =

∫∫∫
V

∇ ·A dV (6)∮
∂S

A · dl =
∫∫

S

(∇×A) · dS (7)

对于线性介质，我们常常定义新的参量：

D = εε0E (8)

B = µµ0H (9)
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然后改写第一个方程和第四个方程，使其中“源”的项只包含自由电荷——即除去了介质的极化电

荷。这样改写的方程在工程中更方便使用，但请不要以为改写后的方程是麦克斯韦方程的基本形式！原

本的麦克斯韦方程已经可以适用于任何情况，并不限于” 真空”！

3.2 波动方程写法

从高中我们就知道，因为静电场的保守性，我们可以定义一个电势 ϕ，使得静电场满足：

E = −∇ϕ (10)

而磁高斯定律意味着磁场也可以用一个矢势 A 写成：

B = ∇×A (11)

把它代到电磁感应定律中去，我们可以一般地，把电场写成：

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
(12)

电势和矢势不仅仅是数学上的处理，实际上，由 Aharonov-Bohm 实验所揭示的，电势和矢势是实际的
物理存在，甚至可以说比电场和磁场更为基本。这个实验是在有矢势但无磁场的区域中，测量粒子受到

的电磁场的影响。实验发现，虽然没有磁场，但矢势依然足以改变粒子的相位，使不同路径的粒子发生

干涉。但尽管如此，电势和矢势依然包含一个冗余的对称性。如果假设 Γ 是一个实数函数，那么做规

范变换：

A′ = A+∇Γ (13)

ϕ′ = ϕ− ∂Γ

∂t
(14)

代入定义式我们会发现新的电磁势给出完全同样的电磁场。在纯经典的范畴中，所有可以观测到的效

应只与电磁场有关，这意味着经典电动力学中我们可以做一个额外的规定，取一个特定的规范。当然，

因为 Aharonov-Bohm 效应，这在量子电动力学中不成立。但规范对称性在量子场论中起着非常本质的
作用，具有特定规范对称性（由相应的规范群描述）的规范场论就给出了自然界三种基本相互作用的描

述。而具有 U(1)规范对称性的场论，正是量子电动力学。这个 U(1)对称性实际上给出了电荷守恒，而
相应的联络给出了粒子与电磁场的耦合。这里我并没有很清晰的理解，无法细说。

定义 c = 1/
√
µ0ε0（后面我们会发现，这就是光速，这里先这样形式地定义一下），一般经典电动

力学常用的规范是洛伦茨规范（协变规范）：

∇ ·A+
1

c2
∂ϕ

∂t
= 0 (15)

这个形式虽然现在看起来很复杂，但其实是最方便的规范，而且后面我们会看到它可以写得很简洁。另

一个常见规范是库仑规范 ∇ ·A = 0。

在这电磁势的定义下，麦克斯韦方程的第二条和第三条就自然满足了，带入第一条和第四条，我们

可以得到两个二阶微分方程：

∇ · (−∇ϕ− ∂A

∂t
) = −∇2ϕ− ∂(∇ ·A)

∂t
=

ρ

ε0
(16)

∇×∇×A− 1

c2
∂

∂t
(−∇ϕ− ∂A

∂t
) = −∇2A+

1

c2
∂2A

∂t2
+∇(∇ ·A+

1

c2
∂ϕ

∂t
) = µ0J (17)
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现在，如果我们把洛伦茨规范代进去，方程就变成了：

∇2ϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= − ρ

ε0
(18)

与

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −µ0J (19)

这两个与麦克斯韦方程等价的方程现在相互独立，而且展现出波动方程的形式！而刚刚形式定义

的 c 正是这个波的波速。麦克斯韦由此预言了电磁波的存在，几年后，赫兹在实验中发现了电磁波。

3.3 记号系统

为了更进一步叙述，我们需要引入新的记号系统了。前面已经看了一堆矢量运算，是不是已经烦透

了呀？说实话，关于矢量的记号，我觉得可以分为普通、文艺和二 X 三种：

• 普通记号：按照规定，用粗斜体 a 表示矢量。这种记号大家已经很熟悉了，很清晰地体现出了矢

量和数字的分别，但是，做微分运算非常地不直观。而且另一个缺点是，我们用什么记号来表示

矩阵和张量？

• 二 X 记号：不区分所有的量——矢量、矩阵、张量通通用同一种记号，比如 Ax = b。如果方程很

多读者又需要跳着看，或者作者再重复用几个符号，理解难度可以直线上升。

下面我们来讲讲文艺记号——分量记号（我随便取的名字 = =）。这个记号可以被广泛用于后续的物理、
数学课程——线性代数、量子场论、广义相对论、微分几何等等……这个记号系统很灵活，又不容易引

起歧义，而且做微分运算非常直观，不再需要查一大堆矢量运算公式，所以广受青睐。

其中的中心思想是，我们用一个矢量的分量的一般形式，来代替这个矢量本身——对于矢量 a，我

们直接写作 ai（注意，这个可不是 a 的 i 次方！）。其中 i = 1, 2, 3，i 取不同值表示矢量的不同分量。

而且一般约定，英文指标取值范围是 1-3，而如果我们用希腊字母做指标，取值范围则是从 0 到 3，其
中 0 表示时间分量——这样表明相应的矢量是四维时空中的矢量。这样一来，只要方程中指标是匹配
的，我们可以将 1,2,3 带入指标来得到矢量的全部信息，比如 ai = bi 意味着 a1 = b1, a2 = b2, a3 = b3。

接下来要写的东西其实和我在量子力学笔记第一节中写的东西相差无几。我们知道对任何一个线

性空间，都有一个对偶的线性空间——线性算符构成的线性空间，那么对于一般的矢量空间，我们也有

一个空间与它对应，其中的元素我们记做 ai，用下标表示。如果两个元素作用在一起，我们得到一个

数： ∑
i

aib
i = a1b

1 + a2b
2 + a3b

3 (20)

但这里我们讨论的主要是实空间，实数空间的对偶，显然还是实数空间，所以，我们其实可以在同一个

空间中谈论两个完全不同的数学结构。而之前所说的“矢量”和“算符”其实并没有明晰的分界线，于

是这里我们模糊矢量和算符的分界线，称 ai 为逆变矢量，称 ai 为协变矢量。比如一般我们约定，速度

矢量是一个逆变矢量。

我们称上面的求和为内积。这里对协变和逆变的区分对于非欧几里得空间是非常重要的，虽然在日

常中我们可以心安理得地拿两个矢量分量相乘来做内积，但是，即使同样是欧几里得空间，极坐标系下

的矢量就已经不能这么做了！为了更一致地定义内积，我们需要这样的区分。实际操作中，我们往往采
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用爱因斯坦求和规则——重复指标表示求和，即 aib
i =

∑
i aib

i，这样把烦人的求和号去掉，让方程变

得简洁。但注意，为了减少歧义，求和的重复指标最多只能有一对，且必须是一个指标在上，一个指标

在下，这被求和掉的指标，我们称为哑指标，因为这个符号本身已经没有了任何意义——你甚至可以画

一只小猫来代替它。

对于任何一个空间，我们可以引入度量来衡量空间中无穷接近的两个元素的距离。一般，对于两个

无穷接近的点 (x, y, z) 与 (x+ dx, y+ dy, z+ dz)，我们可以把连接它们的矢量记为 dxi。那么，这两个

点之间的距离是一个二次函数（注意我们已经开始使用爱因斯坦求和约定了）：

ds2 = gijdx
idxj（或者四维时空：ds2 = gµνdx

µdxν）

对于欧几里得空间，gij = δij = diag(1, 1, 1)，对于四维时空，gµν = diag(1,−1,−1,−1)（或者有

的书中写成：diag(−1, 1, 1, 1)。看你喜欢了……）这里，这个有两个指标的东西 gij，我们称为度规张

量。这种有多个指标的量，我们称为张量（当然，严格的定义是要在多个线性空间与对偶空间的直积

上，将张量定义为某个线性映射——这都是数学了），而矢量其实不过是一种特殊的张量。两个指标的

东西，其实很像矩阵，但在这种记号中，我们可以更详细地区分出四种不同的张量：Aij , A
ij , Ai

j , A
j

i ，

这四个张量是不同的（甚至最后两个因为指标的位置不同也有可能不同）！一般而言，我们只将最后两

种张量称为矩阵，这种写法和以往将第 i 行第 j 列矩阵元记为 Aij 并无明显不同，只是，我们加入了

更细致的分类，来处理更复杂的空间。而且这个记号更厉害的是，一个东西可以有更多指标——比如三

个指标，在三维空间中这相当于一个 3× 3× 3 的正方体数阵！

在这种记号系统中，矩阵与向量、矩阵与矩阵的乘法也可以简单写成：Ai
jx

j 和 Ai
jB

j
k，注意到求

和的指标总是靠近放置。这样，我们也不用特意去记矩阵是怎么相乘的了。

度规张量对于一个度量空间是无比重要的，它决定了一个空间的几何性质——这一点我们还是在

广义相对论中再细说。有了度规张量，我们可以升降指标——其实就是在协变与逆变矢量之间建立起一

一对应：

ai = gija
j (21)

如果记度规张量的逆为 gij，即满足：gijg
jk = δki（这里的 δ 记号已经没必要区别协变与逆变了），我们

也有：

ai = gijaj (22)

于是，我们可以定义两个矢量之间的内积（点积）为：

aibi = aib
i = gijaibj = gija

ibj (23)

对于三维欧式空间，度规张量不过是单位张量，一个协变矢量对应的逆变矢量就是它自己，所以我们不

需要区分协变和逆变，这种时候也可以简单写成 aibi，实际上表示以往记号中的 a · b。
点乘虽然很简单，但叉乘就比较麻烦一点了。对于叉乘，我们需要引入三阶反对称记号 ϵijk（任意

指标数的情况下也叫 Levi-Civita 记号，严格来讲，它不是张量）。这个记号是这样定义的——如果有两
个指标相同，则记号为 0：

ϵ111 = ϵ112 = ϵ113 = ϵ121 = ϵ211 = · · · = 0 (24)

如果指标为 123 或 123 的对称轮换（或者说，指标间的偶数次对换），记号等于 1：

ϵ123 = ϵ231 = ϵ312 = 1 (25)
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其他情况下，等于 −1：

ϵ132 = ϵ321 = ϵ213 = −1 (26)

把每个分量写出来不难发现，不区分协变和逆变的 ϵijkajbk 正是 a× b。（如果需要区分协变和逆变，请

注意用度规适当地升降指标。）

为了做与叉乘相关的运算，以下（欧式空间中的）恒等式是非常有用的：

ϵijkϵilm = δjlδkm − δjmδkl (27)

有了这个恒等式帮助我们可以轻易计算出任何矢量运算需要的公式。当然，所有这些都可以很轻易地

推广到区分协变和逆变的情形（见 Levi-Civita symbol）。
另外微分算子 ∇ 我们往往也当做一个矢量，在这套记号中，我们写作 ∂i =

∂
∂xi，将它看做一个协

变矢量。比如，∇ ·A 可以写作 ∂iA
i，拉普拉斯算子 ∆ = ∂i∂i。

3.4 协变写法

还记得拉格朗日力学可以作为所有经典物理的框架吗？对于经典电动力学，也是一样的。我们开始

使用新的记号系统。首先，为了方便我们取自然单位制：c = 1（光速是 1，且无量纲——意味着时间
和空间是同一个单位，而速度请理解为相对于光速的比值），并将时间和空间并在一起成为有 4 个指标
的矢量——四矢量 xµ = (t, x, y, z)。取度规为 gµν = diag(1,−1,−1,−1)。我们如果将电磁势并在一起，

写成 Aµ = (ϕ,Ax, Ay, Az)，当做逆变的四矢量。定义协强张量：

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (28)

显然，这是一个反对称的二阶张量。写成矩阵的形式，我们不难看出，它就是由电场和磁场组成的矩阵：

Fµν =



0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0


(29)

还记得拉格朗日量是个标量吧？那么由此可以凑出电磁场的拉格朗日密度，最简单的形式正比于：

F µνFµν (30)

其中将矢量场 Aµ 当做自变量。我们简单计算一下就会发现，这个拉格朗日密度给出的正是无源麦克斯

韦方程！前面的系数取决于单位制——对于自然单位制，前面的系数是 − 1
4
。考虑到电磁场和物质的相

互作用，我们把拉格朗日密度写成（Jµ = (ρ, Jx, Jy, Jz) 是电流四矢量）：

L = −AµJ
µ − 1

4
FµνF

µν (31)

于是最小作用量原理给出了麦克斯韦方程的第一和第四个：

∂µF
νµ = Jν (32)
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而很容易验证，另外两个方程写作：

∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν = 0 (33)

这个形式倒是很对称。值得一提，这种记号系统下，洛伦茨规范正是简单的：

∂µA
µ = 0 (34)

很简洁。

3.5 外微分写法

其实，麦克斯韦方程还可以写得更加简洁，如果借助外微分的话。首先，为了将普通积分、线积分、

面积分等等各种积分的形式统一起来，我们定义一个叫做微分形式的东西。它其实就是积分号后面的所

有东西。比如说，对于普通积分，是 f(x)dx；对于第二型曲线积分，是 f · dl，或者写成新的记号，是
fidx

i；对于第二型曲面积分，是 f · dS。要将这些形式统一起来，我们先注意到它们都可以分成 2 部分
——一个待积分的函数和一个微分符号的乘积。而这个微分符号，总和空间坐标 x 的微分有关系，比

如 dx、dxi、dSi = ϵijkdx
jdxk。于是，我们定义”数“为微分 0-形式，现在定义基本微分 1-形式为 dxi。

我们很想定义第二型曲线积分后面的东西为基本微分 2-形式——但你可以试试，它很难直接地在新的
记号中写出，因为 dS 不是单纯的坐标微分的乘积。于是我们引入楔积 ∧ ，他对于两个 0-形式（数）而
言，不过是单纯的乘法：

f ∧ g = fg (35)

但对于 1-形式，契积是有顺序的乘法，即：

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi (36)

显然有 dxi ∧ dxi = 0。于是借助楔积，我们可以定义任意的基本微分 p-形式：

dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip (37)

之所以称它们为基本，是因为我们可以将它们看做微分形式的基底，而将任意的微分形式看做是以他们

为基的展开。以特定阶数的基本微分形式为基底的微分形式，我们称为 p-形式。比如当我们将微分形
式写作 fidx

i 时，它是一个 1-形式，以 dxi 为基底，而 fi 是相应的系数。显然，一个给定维数的空间

中，积分形式的阶数不会超过空间的维数。比如三维空间中，0-形式只有一个基底（只是数嘛），1-形
式有 3 个基底——dx1, dx2, dx3，而 2-形式有 3 个线性无关的基底——dx1 ∧ dx2, dx2 ∧ dx3, dx3 ∧ dx1，

3-形式只有一个基底——dx1 ∧ dx2 ∧ dx3，4-形式就不存在了，因为 dxi ∧ dxi = 0。

这样我们可以把第二型曲面积分的积分形式 f · dS 写成：fijdx
i ∧ dxj，其实在三维空间中展开写

就是

(f12 − f21)dx
1 ∧ dx2 + (f23 − f32)dx

2 ∧ dx3 + (f13 − f31)dx
1 ∧ dx3 (38)

显然，对于 fij（它其实是个张量，因为显然它是一个 V × V → R 的线性映射）只有 3 个独立的变量
是有用的：f12 − f21, f23 − f32, f13 − f31，它们分别对应原先记号中的 fz, fx, fy。因此，我们规定张量

fij 必须是反对称张量，即满足 fij = −fji，这样的张量正好只有 3 个独立的分量，既简化了问题又没
有损失。于是这样一来，我们也常常省去微分形式的基底，而称反对称的协变张量 Ti1i2···ip 称为 p-形
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式。于是，协变矢量就是 1-形式（Carroll 的 Spacetime and Geometry 就是这么写的），二阶反对称张
量就是 2-形式，等等。但要注意，这些张量只是微分形式的分量，微分形式的基底还是 dxi 与它们的

楔积。需要注意的是，反对称张量表示的 p-形式，它的基底已经不再是任意顺序的了，我们约定，作为
基底的契积的指标永远是递增的，比如 dx1 ∧ dx2 是一个基底，但 dx2 ∧ dx1 不是，所以如不特别指明，

按爱因斯坦求和约定求和微分形式 Tijdx
i ∧ dxj 时，我们总假定 i < j。

于是楔积的定义可以稍微推广一下，使其不止适用于基本微分形式。其实就是：

(fi1i2···ikdx
i1 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) ∧ (gj1j2···jkdx

j1 ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk)

=fi1i2···ikgj1j2···jkdx
i1 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk (39)

但使用前需要注意的是，因为后面那些部分求和之后，很多项只是指标的顺序不同，实际上是同一个分

量计算了很多次。所以，一般情况下我们把楔积写作：

fi1···ik ∧ gj1···jl =
(k + l)!

k!l!
f[i1···ikgj1···jk] (40)

即对乘积的指标轮换后给予适当的符号再求和，做一个反对称化，使乘积成为一个反对称矩阵。比如

T[ij] = Tij − Tji。这样对于一般的微分形式 f 和 g，如果它们分别是 k-形式与 l-形式，那么有：

f ∧ g = (−1)klg ∧ f (41)

且

f ∧ (g + l) = f ∧ g + f ∧ l (42)

对于一个微分形式，一个有用的运算是算符 ∗，对于一个 n 维空间中的 p-形式，算符 ∗ 给出同一空间
中的 (n− p)-形式：

(∗f)ip+1,···in =
1

p!

√
|det(gij)|ϵi1···inf i1···ip (43)

（其实，因为可以演算，Levi-Civita 符号乘以
√
|det(gij)| 后是一个张量，所以我们常常也用这个叫做

Levi-Civita 张量的张量代替这两项。）
简单计算会发现：

∗ (∗f) = (−1)p(n−p)sgn(det(gij))f (44)

即连续做两次算符 ∗ 会得到微分形式本身，只是可能会相差一个符号。算符 ∗ 的物理含义……我其实
并不太理解，这个好像是在微分形式中引入某种对偶关系，但这个算符对于我们表述麦克斯韦方程是有

用的。

下面我们要定义微分形式的微分，即外微分运算 d。对于一个 p-形式 f = fi1···ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip，

我们定义它的外微分是一个 (p+ 1)-形式：

df =
∑

ip+1, i1<···<ip

∂fi1···ip
∂xip+1

dxip+1 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip (45)

这其实就是对张量函数求各分量的偏导数，这个定义还没有将同样基底的项合并，于是前面的也不是一

个反对称张量，所以通常我们将项合并后的结果写成：

(df)i1···ip+1
= (p+ 1)∂[i1fi2···ip+1] (46)
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这个定义最犀利的地方是，我们终于可以将牛顿-莱布尼茨公式、格林公式、高斯公式、斯托克斯公式
等等等等微积分中五花八门的公式统一成一个定理：∫

V

df =

∫
∂V

f (47)

翻译成人类的语言就是：一个东西的外微分在一个区域上的积分，等于这个东西在区域边界上的积分。

当积分区域是数轴上的一个区间时，这就是牛顿-莱布尼茨公式。取不同的积分区域和不同阶数的微分
形式，我们就得到了所有的广义斯托克斯公式！

关于外微分，还有两个性质很重要。首先，显然对于 n 维空间的 n-形式，因为 (n + 1)-形式不存
在，所以所有 n-形式的外微分等于零。另外容易验证：

d(df) = 0 (48)

这样，我们回到麦克斯韦方程。现在我们注意到电磁势的协变形式 Aµdx
µ 是一个四维时空中的 1-形式，

定义协强张量（2-形式）：

F = dA =
∑
µ<ν

∂µAνdx
µ ∧ dxν +

∑
µ<ν

∂νAµdx
ν ∧ dxµ =

∑
µ<ν

(∂µAν − ∂νAµ)dx
µ ∧ dxν (49)

即 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ 和刚才的定义完全一样。于是，因为 F = dA, dF = d(dA)，协变形式的第二个

方程正是恒等式：

dF = 0 (50)

而第一个方程，容易验证，是：

d(∗F ) = ∗J (51)

是不是特别简单？

4 狭义相对论

历史上，狭义相对论出现的一大动因，是为了解决麦克斯韦方程和牛顿力学的不兼容性。一方面，

麦克斯韦方程组中出现了与速度有关的量——电流 J，这意味着变换参考系会观察到不同的电磁场，进

而观察到电磁场中的粒子有不同的运动轨迹。这是直接违反伽利略相对性原理的。但这可能还不是最

直接的动因。更直接的动因是电磁波波速的问题。由麦克斯韦方程组的波动形式我们看出，电磁波的波

速为 c，我们现在称为光速。而麦克斯韦方程本身并没有表明这个波速是在哪个参考系之中的波速。

历史上有很多人试图解释这个问题。有人提出以太参考系，就是为了解释光速是在哪个参考系的速

度。但是随着一系列 MM 实验（这个实验现在任何一个物理系的实验室都有条件做了——它甚至是学
生实验训练的一部分了），人们确认了光速并不属于特定的参考系。洛伦茨提出洛伦茨变换，来解释不

同参考系中光速不变的问题。但是他并没有将洛伦茨变换中的时间和位置当做物理真实的时间和位置。

爱因斯坦首先提出了这些参量的物理真实，并将其规范在一个更统一的框架中。这个被称为狭义相对

论的理论随后被一系列实验所验证。

前面我们已经将时间和空间并在一起进行处理，但没有说明这样做的理由。现在我们从光速不变

出发，考虑到时空中的两个事件：(t1, x1, y1, z1) 和 (t2, x2, y2, z2)，如果它们之间由一个光信号相联系，

则显然有路程 = 速度 × 时间：

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2 + (z1 − z2)
2 = c2(t1 − t2)

2 (52)
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如果在另一个参考系，它们的坐标是 (t′1, x
′
1, y

′
1, z

′
1) 和 (t′2, x

′
2, y

′
2, z

′
2)，那么由于光速不变，必须有：

(x′
1 − x′

2)
2 + (y′1 − y′2)

2 + (z′1 − z′2)
2 = c2(t′1 − t′2)

2 (53)

这必须对任意参考系都成立，这暗示着，我们可以对任何两个事件之间定义时空间隔：

∆s2 = c2(t1 − t2)
2 − (x1 − x2)

2 − (y1 − y2)
2 − (z1 − z2)

2 (54)

如果我们假设坐标变换是一个线性变换，那么它是一个不随参考系变化而变化的不变量，这样能之前两

个等式总是可以成立的。而对于无穷小间隔，这意味着：

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (55)

这个无穷小间隔不随参考系而变，也满足三角不等式，虽然可正可负是个麻烦，但我们依然将它当做是

一种距离。而它的度规正是 gµν = diag(1,−1,−1,−1)。有了这个度规，我们将时间和空间正式合并在

一起，成为一个配备了度规的 4 维度量空间——闵可夫斯基空间，因为他的度规不正定，它是一个伪欧
几里得空间。

保证距离 ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 不变的坐标系变换，显得尤其重要。因为这样的变换后，

时空的性质不会有人们可以观测到的改变，这正是伽利略等效原理的体现。数学中我们可以用一个矩

阵 Λi
j 来表示坐标变换，这样一来对于空间中的任意矢量 ai，变换后的矢量是 Λi

ja
j。我们将保证度规

gµν = diag(1,−1,−1,−1) 不变的变换所组成的集合，称为庞加莱群。简单地说，庞加莱群的任一元素

可以由几种基本的变换“生成”，它们是：

1. 沿时间/空间平移；

2. 在任意两个轴构成的平面上旋转（或者 boost）。

第一种无非是重新选定坐标原点所在的时间和位置，没什么特别的。第二种中，相对坐标平面的旋

转也是三维情况下就很常见的，也没什么可说的。但剩下一种在时间和坐标平面的“旋转”（boost），就
很有意思了。这里考虑最简单的，比如 t-x 平面的” 旋转”。保证度规 ds2 = c2dt2 − dx2 不变的变换方

程，和普通的旋转类似但又有点不同，可以用双曲函数（而不是三角函数）表示：

x = x′ cosh θ + ct′ sinh θ, ct = x′ sinh θ + ct′ cosh θ (56)

其中 θ 是“旋转”的角度。观察其中一个参考系的坐标原点，即取 x′ = 0，再将两式相除，可以得到带

撇号的坐标系原点的速度 v 与 θ 的关系：

x

ct
=

v

c
= tanh θ (57)

但我们知道：

sinh θ =
tanh θ√

1− tanh2 θ
(58)

cosh θ =
1√

1− tanh2 θ
(59)

代入后我们得到了世人通称为洛伦茨变换的坐标变换：

x =
x′ + vt′√
1− v2/c2

, t =
t′ + vx′/c2√
1− v2/c2

(60)
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更一般情况下洛伦茨变换的变换矩阵，也可以轻易写出来。这样一来，我们将麦克斯韦写成协变形式的

意义就很明显了——这样写出的方程，我们可以将洛伦茨变换乘在方程中，直接得到方程在新的坐标系

中的形式，并且新的形式会和原来的完全一样。换句话说，如果方程中每一个矢量、张量都是四维时空

中的矢量、张量，那么它自然地满足洛伦茨不变性。

遗憾的是，通常我们定义的速度 v = dx
dt

= dxi

dx0 不再是四维时空中的矢量——因为时间不再是常量，

它是一个矢量的两个分量的比值，也就不会再满足线性关系了。但是，我们记得四维时空还是有一个不

变量可用：ds。如果 ds > 0，这个间隔更类似于时间的流逝，我们可以定义本征时：dτ = ds/c，然后

用本征时来除一个矢量，我们自然地能够得到其他矢量。于是我们定义了各种四矢量：

• 四速度：νµ = dxµ

dτ

• 四加速度：αµ = dνµ

dτ

• 四动量：pµ = mcνµ

而在狭义相对论中，自由粒子的运动方程依然和牛顿第二定律形式类似：

dpµ

dτ
= 0 (61)

值得一提的是，四矢量的“长度”——自身与自身的内积也都是不变量，这与三维空间的情形是一样的。

对于四速度而言，νµν
µ = 1，对于四动量而言，pµp

µ = m2c2。

狭义相对论的动力学、对称性、能量、动量，都可以通过拉格朗日力学或哈密顿力学来分析，请参

考理论力学笔记，这里不再赘述了。只是有一个结论值得一提，很容易发现四动量的时间分量就是能量

（除以光速），而 pµp
µ = m2c2 给出的正是相对论的能量与动量之间的关系。
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