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1 推荐用书

量子力学的好书确实很多。如果有时间，想看看各种观点，可以多看几本。我看过的有 3 本：

1. Griffiths《Introduction to Quantum Mechanics》Griffiths 的书看起来很令人享受，非常好懂，平
易近人，拿来做入门实在是非常适合。
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2 历史 2

2. P.A.M. Dirac《The Principle of Quantum Mechanics》不过我是拿这一本来当做量子力学的入门
……引用 Fang 的话，敢叫 Principle 的书都特别牛。这本书一直被当做量子力学“圣经”一样的
存在，当然批评者认为这本书有些陈旧，而且实用性不高。他的原则问题讲得清楚，Dirac 符号讲
得也很清楚（因为他自己发明的呗 = =），不过最后一章 QED 写得很乱，鉴于 Dirac 写书的时代
量子场论没有发展得很成熟，我觉得这一章可以跳过去。

3. Sakurai（樱井）《Modern Quantum Mechanics》我看的是 2011 年的第二版，这个版本内容现代
很多。不过因为樱井去世得早，后面的内容是他的同事修订的，整本书的质量有点参差不齐。前

几章写得不错，但总给我一种 Dirac 扩写版的感觉。原则问题和 Dirac 符号讲得也还清楚，另一
个很大的优点是包括了很多实验结果，来阐述量子力学中某些毁三观的概念。缺点是有几章写得

很乱，比如散射和微扰论，物理图像不清楚数学推导也怪怪的，看起来不知所云。

以下几本我没看过，但是推荐的人很多：

1. Shankar《Principles of Quantum Mechanics》据说适合用来入门。

2. Landau《Quantum Mechanics》朗道的书还用我多说么？不过因为俄国的体系和欧美不太一样，
Landau 这本书通篇没用 Dirac 符号，看起来可能会不习惯。而且 Landau 的数学很犀利，所以看
起来或许压力会很大。

3. Claude Cohen-Tannoudji，他的书据说也很不错，适合初学，但缺点是特别厚……而且国内没有
影印版……

2 历史

量子力学的开端，来源于 20 世纪初“两朵乌云”其中的一朵：黑体辐射的问题。所谓黑体，是黑
色的物体……其实是理想中不能反射与透射电磁波、与环境达到热平衡的物体。当然，理想的模型往往

是不存在的，然而，一个只留有一个小孔的空腔和黑体已经非常接近了。黑体虽然不能反射电磁波，但

它自己依然可以发出电磁波。当黑体达到热平衡时，它吸收的电磁波和发射的电磁波应当是平衡的，使

得它的能量不再变化，这时候，它辐射的电磁波称为黑体辐射。如果我们去测量黑体辐射的谱，看看不

同频率的电磁波强度分别是多少，会得到一个黑体辐射谱，这个谱的形状只与黑体的温度有关。

于是一个自然的想法是用统计力学的方法来解释黑体辐射谱为什么是这个形状。于是，有了 Wien
近似和 Rayleigh-Jeans公式，但这两个曲线的形状都不能完美地吻合实验，一个仅在长波区域符合，另
一个仅在短波区域符合。1900 年，Planck 在改进 Wien 近似的过程中，唯象地找到了一个公式，能够
与实验完美符合，但在解释这个公式的物理意义时，却遇到了麻烦：Planck 的公式中电磁场的能量似
乎是一份一份而不连续的。然而，作为古典的物理学家，Planck 是不会承认这一点的。

1905 年，Einstein 针对光电效应（这个应该在高中课本中被讨论烂了）提出了光量子的概念，认
为电磁波的能量不是连续的，而是以光量子为单位的一份一份的，简称光子。一个光子的能量与光子的

频率成正比，而光照的强度只与光子的数目有关。

另一方面，1909 年 Rutherford 发现原子核的存在之后，原子模型也引起了人们的兴趣。因为按照
经典的电磁理论，具有加速度的电子会不断辐射电磁波而损失能量，因此原子的行星模型不可能稳定存

在。而对原子光谱的测量结果也令人费解，一种原子似乎只能吸收或发射特定频率的光，如果原子的能
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量是可以连续变化的，应该可以发出任意频率的光才对。为此，1913 年波尔提出 Bohr 模型来解决原
子光谱的问题。Bohr 模型认为原子核外电子的轨道不是任意的，电子只能在满足特定量子化条件的轨
道上运动。这个模型比较好地预测了类氢原子的光谱，但是不能预测其他原子的光谱。

1924 年，de Broglie 通过类比，提出了物质波的假说，认为电子之类的粒子也具有和光子类似的波
动特性。结果，1927 年完全与之独立的一个实验组在晶体中观测到了电子的衍射图样，发现电子运动
确乎具有波的特征，让 de Broglie 撞上了大运。

1921年，测量原子磁矩的 Stern-Gerlach实验也发现了令人奇怪的结果。实验用一个非均匀的磁场
来偏转带有磁矩的银原子，原子带有的磁矩角度与原子被偏转的角度相关。原本人们预期会看到一个

宽阔的斑——因为随机运动的原子磁矩应该可以有各种取向，然而实验结果看到的却是两个条带，这意

味着原子磁矩只有两个取向，角动量也是量子化的。

1924年为进一步解决原子光谱的问题，泡利提出电子具有一个内禀的双值的自由度，1925年 Ralph
Kronig、George Uhlenbeck 与 Samuel Goudsmit 提出基本粒子的自转与角动量的概念，1927 年泡利
提出了形式化的自旋理论。然而电子自旋仍然是一个奇怪的东西，因为电子为达到自旋角动量，其“转

动”会超过光速。在量子力学的范畴中，自旋只是被唯象地描述。1928 年 Dirac 提出相对论性的 Dirac
方程，描述了相对论性电子的运动，而此时电子自然地带有一个内禀的角动量，与自转无关。

关于量子力学的公理形式，1920 年代先后有 Schrödinger 的波动力学与 Heisenberg 的矩阵力学，
后来 1926 年 Schrödinger 证明了两种力学的等价性，于是（非相对论性）量子力学的公理形式便完成
了。1948 年，Feynman 提出路径积分表述，作为第三种构建量子力学的方式，并明确了量子力学与经
典力学的关系。其思想可以参见理论力学——哈密顿力学 - Everything is Physics 万物皆理 - 知乎专栏
最后一节。

至此提出的量子力学是不包含相对论的。关于相对论性量子力学有诸多尝试，Schrödinger 在提出
非相对论性的 Schrödinger 方程之前，也曾想到了 Klein–Gordon 方程，但它不能保证粒子出现的概率
是正的，具有严重问题。1928 年 Dirac 方程解决了这个问题，但依然有问题：相对论意味着描述单粒
子的理论框架不再准确。正式的相对论性的量子理论框架则是 1950 年代逐渐建立起的量子场论。

3 科普

先推荐一本比较靠谱的量子力学的科普书：

《新量子世界》: 这本书态度诚恳，内容也很准确，准确到几乎感觉就是将普物级别的量子物理书中
的公式去掉而已。原则问题绝不含糊，不过缺点是进入场论之后，后半部分展开很难跟上，我当时就没

怎么看懂。

微观粒子毁三观的运动方式令人不得不放弃宏观的图像：粒子运动不再具有确定的轨迹，甚至不再

具有确定的位置。人们转而描述粒子的状态。关于粒子的状态，最重要的假设是它是可以叠加的。态的

叠加特性，按照 Sakurai的说法，可以在测量粒子自旋的 Stern-Gerlach实验这个“最简单且最量子的”
实验中得到验证。一束自旋朝向 +z 轴的电子，在测量其 x 方向的自旋时，会观察到具有 +x 轴方向

与 −x 轴方向自旋的电子各占 50%。然而在继续测量这些电子在 z 方向的自旋时，会发现有一半的电

子的自旋变成了 −z 轴方向。然而，一束自旋朝向 +z 轴的电子，无论多少次测量其 z 方向的自旋，都

找不到自旋朝向-z 方向的电子。
首先，这意味着自旋朝向正 z 方向的电子并不是两种电子的混合。电子并不是某种贴着“自选方
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向：+x,+z”与“自选方向：−x,+z”标签的东西。自旋的 z 方向和 x 方向存在某种联系，而这种联

系最适合用线性代数来描述：一个自旋 +z 方向的电子状态，是自旋 +x 方向与 −x 方向两种状态的叠

加。这种叠加，甚至不同于将 50% 的 +x 方向与 50% 的 −x 方向的两种粒子混合起来。

而两个测量过程不可交换，意味着测量改变了粒子的状态。在经过 x方向的自旋测量之后，粒子便

不再处于自旋 +z 方向的状态了。这正是不确定性原理，粒子的某些特征是不能被同时测量的，一旦进

行了一个特征的测量，另一个特征就被改变了。比粒子自旋/角动量各个方向的不确定性更有名的，是
粒子的位置-动量满足的不确定性原理。实际上，是同样的缘故。
注意时间和能量并没有相应的不确定性原理。在非相对论性的理论中，时间不是粒子的可观测量，

不是粒子的属性，只是一个参数。因此，没有与位置-动量类似的不确定性关系，实验上也不存在。相对
论性理论中，位置与时间必须要统一处理，因此在场论中，位置也不再是算符，和时间一样变作参数。

然而测量为何会改变粒子的状态，这应该是比较显然的。观察粒子的运动，我们只能通过它和其他

东西的相互作用的结果来观察，而这种相互作用，常常会干扰粒子的运动。比如观察粒子的位置，我们

要用光子去撞击它，或者让它撞上某个屏幕，这时候，它的动量必然就改变了。在 SG 实验中，我们用
了一个非均匀的磁场干扰了粒子的自旋。注意这里并没有人意识的作用。

测量的结果，就是一个有意思的事情了。测量改变粒子的状态并不是完全随机的，而是只能将粒子

的状态改变至特定的几个状态：比如测量 x 方向自旋之后，你只能得到自旋处于 +x 方向的粒子和 −x

方向的粒子，而得不到其他的自旋状态，比如 +z，+y 等等。然而，我们无法预测会得到具体的哪一个

状态，只能预测得到某个状态的概率。

这个过程中究竟发生了什么，历史上有诸多种解释方法，这称为诠释。查看 wiki中的 Interpretations
of quantum mechanics 页面可以找到现在被提出的所有诠释。但依然需要提醒的是，除了极个别诠释，
大多数诠释无法带来可观测的差异，无法在实验中加以区分，因此诠释问题往往并不真正被人关心。下

面挑几个比较有名的诠释：

1. 隐参量诠释。早期 Bohm 等人认为微观粒子运动之所以具有不确定性，是因为粒子仍然具有没有
被人发现的隐参量，因而造成与统计力学类似的不确定性。这个诠释最接近经典力学的世界观，然

而，随着 Bell 不等式的相关实验，人们发现局域的隐变量是不存在的，因此这个诠释不再被人提
及了。

2. 多世界诠释。这个诠释被各种科幻小说改编，但基本都是错的。多世界诠释认为波函数被测量时
并没有坍缩，只是将观测者与系统纠缠起来，整个宇宙波函数的演化依然是可逆且确定的。观测

的不同结果是因为宇宙发生了“分裂”。很多人不喜欢这个诠释，因为它引入了太多不可观测的假

设的宇宙。一些更为高级的多世界理论称可以提供可观测的验证，这些我就不清楚了。

3. 系综诠释。Einstein 等人主张这一诠释。这个诠释认为波函数不是描述单粒子行为的，而是一个
描述一堆相近系统的系综。量子力学的结论只是统计意义下的结论，不能用于预测单个粒子的行

为。

4. Copenhagen 诠释。这个诠释是流传最为广泛影响最大的诠释，很多教材实际上都采用了这一诠
释。Copenhagen 诠释认为，波函数描述了粒子的全部状态，而这种状态确实是非确定的，测量导
致坍缩也确实是存在的。至于为何导致坍缩，Copenhagen 诠释并没有提出假说。这种诠释造成了
很大的争论，也因此带来了很多佯谬，比如著名的 Schrödinger 的猫和 EPR 佯谬。
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Schrödinger 的猫是这样一个系统：将一只猫置于一个黑盒子中，盒子配备一块放射性物质与盖革
计数器，放射性物质在固定时间内有 1/2 的概率发生衰变，一旦盖革计数器探测到原子衰变，就打破
装有氰化物的瓶子将猫毒死。Schrödinger 认为，在这系统中，一定时间后猫的状态成为死与活的叠加
态，只有人打开盖子时这个量子态才坍缩。猫的生死似乎决定于人打开盖子的行为，这是一个很荒谬的

事情。

毕竟 Schrödinger的猫是一个佯谬。实际上，宏观的量子纠缠态是存在的，这在一些介观的实验中被
观测到了。超导、超流等现象都与宏观的量子纠缠态有关。而另一方面，退相干使得 Schrödinger的猫无
法稳定在一个确定的纠缠态之中。因为猫、盖革计数器等等都是包含大量粒子的、自由度极高的经典系

统，我们几乎无法使它处于确定的量子态之中，与它们发生纠缠的系统会很快脱散。因此，Schrödinger
的猫难以长时间维持在叠加态之中。而 EPR 佯谬也与纠缠态有关。如果我们让两个电子进入总自旋为
0 的纠缠态，并将两个电子隔离，一旦我们对其中一个电子 A 进行测量，它的自旋状态会被确定，而由
于两个电子总自旋为 0，另一个电子 B 的状态也会被随之确定。Einstein 当年认为这其中存在超光速
传递信息。在哥本哈根诠释中，另一个电子 B 波函数的坍缩原因显得有些诡异，似乎测量电子 A 后有
种超光速的信号告诉了电子 B，使它的波函数坍缩了。

但是抛开哥本哈根诠释，在观测上，纠缠态其实没有传递任何信息。因为我们无法控制电子 A 的
测量结果。当我们对电子 B 进行测量后，如果不与保管电子 A 的那些人联络，我们甚至无从得知电子
A 有没有被测量。不论 A 是否被测量，B 的测量结果都会是一半自旋向上一半自旋向下。虽然我们测
量 A 之后便立刻知道了 B 的测量结果，但这种关联，并不是超光速的信息传递。这种“信息传递”的
方式就好比把装有黑球和白球的两个盒子分开，并把其中一个带到很远的地方。虽然打开一个盒子，我

们就会知道另一个盒子里球的颜色，但这并没有超光速的信息传递。

关于 EPR 佯谬，它作为一个量子效应和经典效应的主要区别，正体现在前文提到的 Bell 不等式
上。同样考虑两个总自旋为 0 的电子（类似的系统可以由 η 介子的衰变得到）。现在，我们对电子 A
测某一方向的自旋，对电子 B 测另一方向的自旋，两个方向可以不正交，那么两个测量结果在统计上
会如何联系？

（以下出自 Sakurai《Modern Quantum Mechanics》）如果我们有很多对纠缠中的电子，按照隐参
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量的理解，测量结果是由粒子的不知道但确定的属性决定的，三个方向自旋的测量结果可以分为 8 种：

粒子数目 A B

N1 (a+, b+, c+) (a−, b−, c−)

N2 (a+, b+, c−) (a−, b−, c+)

N3 (a+, b−, c+) (a−, b+, c−)

N4 (a+, b−, c−) (a−, b+, c+)

N5 (a−, b+, c+) (a+, b−, c−)

N6 (a−, b+, c−) (a+, b−, c+)

N7 (a−, b−, c+) (a+, b+, c−)

N8 (a−, b−, c−) (a+, b+, c+)

(1)

那么，比如，测量 A 在 c 方向的自旋得到 +，B 在 a 方向的自旋得到-的概率是：

P (c+, a−) =
N1 +N3∑

Ni

(2)

同样，有：

P (c+, b−) =
N1 +N5∑

Ni

(3)

P (b−, a−) =
N3 +N4∑

Ni

(4)

很显然，P (c+, a−) ≤ P (c+, b−) + P (b−, a−) 这个长得有点像“三角形两边之和大于第三边”的

不等式，就是贝尔不等式。然而，如果从量子力学出发进行推导，会发现，很容易举出反例使贝尔不等

式不成立。比如，a 沿 x 方向，b 沿 y 方向，而 c 沿 45 度角的方向。于是，纠缠态中不正交的状态体
现了一种经典统计无法理解的奇妙的相关性。

微观尺度上还有很多新奇的事情，比如粒子全同性。同类的微观粒子是完全相同、不可辨认的。两

个电子是没有区别的，我们无法分辨它们。这个假设源于统计的结果。粒子是否具有全同性，会导致不

同的统计分布。对于可分辨粒子，不同能级上的粒子数满足 Boltzmann分布，但对于不可分辨粒子，则
满足 Fermi-Dirac 分布或 Bose-Einstein 分布（取决于一个能级上是否只允许存在一个粒子），不同的
统计分布在观测上有很大的区别，因此可以很容易被实验所区分。

4 态

一切应该要从态的概念说起。
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物理各式各样的理论，都是在描述一个系统的状态。只不过在描述宏观现象的经典力学中，我们发

现粒子的坐标和动量足够标记它的状态。但实验发现，诸如电子这些细小的粒子，运动的不确定性使得

我们无法再用坐标和动量来标记它的状态。于是，在量子力学中，我们直接处理系统的状态本身。这时

我们需要一个不同于经典力学的数学结构来描述系统的状态。暂时我们按照 Dirac 记号，将态用一个
右矢（ket）来表示：|·⟩，然后来讨论它应该是怎样的数学结构。（当年线性代数老师说莱布尼茨说，好
的记号可以启迪人的思维，Dirac 记号对于量子力学就是一个好的记号系统。）
原则上，没有经典量子之分，量子力学可以处理任何系统。所以这里所讨论的系统，可以是一个粒

子，也可以是很多粒子，甚至是场（当然，场论中场和粒子是一回事）。如果一个系统是由若干子系统

构成，那我们可以简单地用子系统的态的直积（笛卡尔积）来构造系统的态。数学上，A 与 B 的直积
仅仅是将它们“拼”成一个元素：A⊗B = (A,B)。在 Dirac 记号中，两个右矢的直积可以仅仅将他们
拼在一起：|a⟩ ⊗ |b⟩ = |a⟩|b⟩，或者在不产生歧义的前提下，干脆写在一起：|a, b⟩。
由诸如 SG实验等实验所暗示的那样，量子力学中的态似乎有别于我们以往熟悉的状态的概念。比

如一个自旋朝向 +z 方向的电子，它在 x方向自旋的状态一半可能朝向 +x方向，一半可能朝向 −x方

向；但一个自旋朝向 +x 方向的电子，它在 z 方向自旋的状态却一半可能朝向 +z 方向，一半可能朝向

−z 方向。这种性质我们可以用态的叠加来描述，即态叠加原理——系统的两个状态的“叠加”依然是

系统的状态。记 S 为系统所有状态的集合，形式上粗略地可以写作：

∀|a⟩, |b⟩ ∈ S, |a⟩+ |b⟩ ∈ S (5)

这样看来，S 的数学结构很像一个线性空间。但为了用线性空间来描述系统的状态，我们需要对数
乘运算做出规定，于是进一步假设态 |a⟩ 与数乘后的 λ|a⟩（λ ̸= 0，λ ∈ C）表示同一个状态。同时，数
乘运算满足分配率：

λ1|a⟩+ λ2|a⟩ = (λ1 + λ2)|a⟩� (6)

且如果结果非零，依然表示同一状态。值得注意的是，虽然 |a⟩ 与 λ|a⟩ 是同一个状态，但 λ 并不是没

有意义的。在两个系统发生干涉时我们会看到，λ 携带了相位的信息，正如两列机械波的干涉。如果我

们将 0|a⟩ 视作真空态加入进来，（扩充的）系统所有状态的集合构成一个复线性空间。但这样的定义还
有一个麻烦，因为一个状态对应于复线性空间的无穷多个矢量，这样我们不知道应该用哪个矢量来进行

运算。这个问题需要引入内积后才能够解决。

这里有必要复习一下线性代数，想想使用线性空间来描述有什么好处。对于一个线性空间，我们总

可以找到一组基矢量，然后将线性空间中每一个矢量用这组基分解：|a⟩ = c1|e1⟩+ c2|e2⟩+ · · ·+ cn|en⟩。
对于给定的基矢量，这种分解是唯一的。如果使用矩阵来表示，右矢相当于列向量：

|a⟩ =



c1

c2

...

cn


(7)

当然这种表示并不总是可能的，因为状态空间的维数不一定是有限的，甚至不一定是可数的，这取决于
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问题的性质。比如粒子的位置状态就是不可数无穷维的线性空间。这种情况常常称为连续谱。对于连续

谱，我们可以将态的叠加推广为态的积分，但并没有太多本质的不同。

对于任意一个线性空间 S，以其为定义域的所有线性函数 f : S → C 也组成一个线性空间。这两
个线性空间实际上具有对称的地位，所以我们常常称两个空间是对偶的。对于描述系统状态的右矢组

成的线性空间，我们将它的对偶空间中的元素称为左矢（bra）。在 Dirac 记号中，由于这种对偶特性，
我们不再使用一般的函数记号 f(|a⟩)，而使用 ⟨·|。由定义，左矢作用于右矢我们会得到一个复数，记为
⟨f |a⟩。
既然左矢也组成线性空间，当然也可以找到一组基来将任一个左矢展开。不过如果右矢空间的基

|ei⟩ 已经确定，我们总可以按照如下规则产生一组左矢空间的基，即令左矢空间的基 ⟨ei| 满足：

⟨ei|ej⟩ = δij ���������⟨e(x1)|e(x2)⟩ = δ(x1 − x2)� (8)

这个称为正交归一化条件。这样选取的基往往更为方便计算：如果 |a⟩ = c1|e1⟩ + c2|e2⟩ + · · · + cn|en⟩，
⟨f | = d1⟨e1|+ d2⟨e2|+ · · ·+ dn⟨en|，那么 ⟨f |a⟩ = c1d1 + c2d2 + · · ·+ cndn。如果可以写作矩阵形式，这

组基下的左矢相当于行向量：

⟨f | = (d1, d2, · · · , dn) (9)

而 ⟨f |a⟩ 正是两个矩阵的积。对于连续谱，仅仅需要将求和改成积分。
这样一来，对于任意一个右矢 |a⟩ = c1|e1⟩+ c2|e2⟩+ · · ·+ cn|en⟩，我们可以找到一个与它相对应的

左矢：⟨a| = c∗1⟨e1| + c∗2⟨e2| + · · · + c∗n⟨en|（提醒：星号表示复共轭），称为与 |a⟩ 共轭的左矢。如果写
成矩阵形式，共轭相当于对矩阵每一个元素求复共轭后再进行转置，这个运算在线性代数中，用上标 †

（dagger，小刀，不是十字哟）来表示。有了共轭的概念，我们终于可以定义两个右矢 |a⟩, |b⟩ 的内积为：
⟨a|b⟩。注意这个内积是有顺序的，因为显然，⟨a|b⟩ = (⟨b|a⟩)∗。这样一来，虽然中间还缺点什么，bra 和
ket 合成了 bra(c)ket。由此我们会发现，当 ⟨ 和 ⟩ 匹配为一个完整的括号时，括号整体总是表示一个
数。这是 Dirac 记号的一个方便的特性。
对于 |a⟩ = c1|e1⟩+c2|e2⟩+· · ·+cn|en⟩，由于 ⟨a|a⟩ = c1c

∗
1+c2c

∗
2+· · ·+cnc

∗
n = |c1|2+|c2|2+· · ·+|cn|2 ≥

0，这个内积的定义是符合内积空间的要求的。因此在这个内积的定义之下，所有右矢构成的空间，是

一个复内积空间，又称希尔伯特空间。

现在终于可以解决先前的问题了。我们进一步规定，与真实的物理状态对应的右矢 |a⟩，必须是归
一化的：⟨a|a⟩ = 1。这样一来，描述同一个态的右矢最多相差一个模 1 的相因子：eiθ|a⟩，虽然仍不唯
一，但至少我们可以得到具有确定的模的内积了。这样我们今后的讨论，只限定于希尔伯特空间中单位

球上的点，而不是整个希尔伯特空间。当然，偶尔遇到没有归一化的态我们依然会认为是系统的状态，

但是归一化之前不能参与内积运算。

除去内积，左矢和右矢也可以以相反的顺序相乘，正如一个列向量乘以一个行向量，得到的是一个

矩阵，称为外积。在 Dirac 记号中，外积则可以写成：|a⟩⟨b|。作为矩阵乘法，很容易证明，内积和外
积都满足对加法的分配律和结合律。

有了这两个的定义，我们可以用很简洁的方式写出任意一个矢量在基矢量下的展开式。因为如果

|a⟩ = c1|e1⟩+ c2|e2⟩+ · · ·+ cn|en⟩，由正交归一化条件，有：

⟨ei|a⟩ = c1⟨ei|e1⟩+ c2⟨ei|e2⟩+ · · ·+ cn⟨ei|en⟩ = ci⟨ei|ei⟩ = ci (10)
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这样我们可以把展开式写成（注意矩阵的数乘是可交换的，而 ⟨⟩ 括起来的，永远是一个数字）：

|a⟩ = ⟨e1|a⟩|e1⟩+ ⟨e2|a⟩|e2⟩+ · · ·+ ⟨en|a⟩|en⟩ =
∑
i

|ei⟩⟨ei|a⟩ (11)

这个展开式很有意思，相当于把一组基 |ei⟩与自己做外积后相加，再把得到的矩阵：
∑

i |ei⟩⟨ei|乘在 |a⟩
上，然后得到 |a⟩ 本身。这实际上意味着，对于任意一组基，矩阵

∑
i |ei⟩⟨ei| 正是单位矩阵 Î！

5 可观测量

接下来一个重要的问题，就是我们对一个处于 |a⟩ 状态的系统进行测量，会发生什么？实验告诉我
们，首先，测量的结果往往不是连续取值的。回想线性代数中可以得到离散取值的结构，线性算符/矩
阵的特征值是个合适的选择。在量子力学中，我们假定可观测量是希尔伯特空间中的线性算符，且算符

的特征值则是测量的所有可能结果。因为要求测量值，也就是算符的特征值必须全部是实数，我们要求

可观测量只能为 Hermitian 算符，即表示算符的矩阵的转置共轭，依然是算符自身。在 Dirac 记号中，
用字母加“帽子”（hat）来表示，比如 Ĥ。比如，我们有坐标算符 x̂，动量算符 p̂，角动量算符 L̂，哈

密顿（能量）算符 Ĥ。算符的厄密（Hermitian）性质意味着 Â† = Â。

注意，在量子力学中，时间不是可观测量，也不是算符，仅仅作为参数出现。因为我们对时间的测

量，其实和其他测量有着很大不同：时间的测量并不直接干扰系统，我们相当于一边测量粒子的其他状

态（比如位置、自旋），一边“看表”。而“看表”是通过考察时钟的状态来完成的。在相对论性的量子

理论中，我们需要把坐标和时间统一处理以满足洛伦茨不变性，但这个过程是通过把坐标也当做参数来

完成的，而不是把时间变成算符。

继续复习线性代数。我们知道，线性算符是将线性空间中的矢量映射到另一个矢量的数学结构（Â :

S → S），并且在选取线性空间的基矢量之后，可以用矩阵来表示。如果 |ei⟩ 是一组基矢量，那么有：

Â =
∑
i

∑
j

|ei⟩⟨ei|Â|ej⟩⟨ej | =
∑
i

∑
j

⟨ei|Â|ej⟩|ei⟩⟨ej | (12)

运用结合律，注意到括号匹配变成了一个数！这相当于将算符 Â用矩阵 |ei⟩⟨ej |展开，而这个数 ⟨ei|Â|ej⟩
可以看做矩阵第 i 行第 j 列的矩阵元。

（这样一来，如果把算符看做 c，那么 bra+c+ket 就是一个完整的括号（bracket）了。）
如果存在某个不为 0 的矢量 |λ⟩，使得算符 Â 作用于矢量上得到的还是矢量本身，只是有一个比

例系数：

Â|λ⟩ = λ|λ⟩ (13)

则称 λ 是 Â 的特征值，|λ⟩ 是 Â 的特征矢量。一个维数为 N 的矩阵最多可以有 N 个特征值，如果 N

个特征值均不为 0，则意味着 Â 是满秩的。特征矢量 |λ⟩ 是可以相差一个常数因子的，但通常为了方便
起见，我们总是使用归一化的特征矢量。对于任意给定的矩阵 Â，我们可以通过解特征方程——关于 λ

的代数方程 det(Â−λÎ) = 0 来求出所有特征值，特征矢量则由 Â|λ⟩ = λ|λ⟩ 配合归一化条件即可解出。
有意思的是，一个满秩的 Hermitian 矩阵的所有特征矢量实际上构成了这个线性空间的一组正交

的基矢量。因为，对于属于不同特征值的特征矢量，其实是线性无关且正交的：

λ2⟨λ2|λ1⟩ = ⟨λ2|λ2|λ1⟩ = ⟨λ2|Â|λ1⟩ = ⟨λ2|λ1|λ1⟩ = λ1⟨λ2|λ1⟩ (14)
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如果 λ1 ̸= λ2，则必须 ⟨λ2|λ1⟩ = 0。因为每个特征矢量都不能为 0，这意味着几个特征矢量不能线性相
关。（如果要证明，n 个特征矢量线性相关意味着 c1|λ1⟩ + c2|λ2⟩ + · · · + cn|λn⟩ = 0，尝试用随便一个

特征矢量 ⟨λi| 乘以上式就会得到矛盾。）如果矩阵的特征方程有 m 重根（称为 m 重简并），那么情况

会稍微复杂一点——这个 m 重的（简并的）特征值对应的所有特征矢量构成一个线性空间，且这个线

性空间是 m 维的。相关的证明在任何一本线性代数书中均可以找到。而在这组基下，Hermitian 算符
的矩阵表示是一个对角矩阵，且对角元是算符的特征值。换言之：

Î =
∑
i

|λi⟩⟨λi| (15)

Â =
∑
i

∑
j

⟨λi|Â|λj⟩|λi⟩⟨λj | =
∑
i

∑
j

λjδij |λi⟩⟨λj | =
∑
i

λi|λi⟩⟨λi| (16)

这个结论意味着，我们实际上可以用任意可观测量的特征矢量来作为态空间的一组基。比如，对于粒子

的位置算符 x̂，它有无穷多个测量值，因此有无穷多个特征值。还记得前面说过的吗？这种情况称为连

续谱，因为特征值不但有无穷多个，而且是连续的，态空间也是无穷维的，叠加也需要改写为积分的形

式。对于每一个特征值 x，它相应的特征矢量 |x⟩ 构成了粒子运动状态的一组基。对于粒子的任何状态
|ϕ⟩，我们都可以用这组特征矢量来展开（这里会出现的积分都是对全空间的定积分，不要和不定积分
混淆了）：

|ϕ⟩ =
∫

d3x′ ϕ(x′)|x′⟩ (17)

展开式前面的系数，可以用内积 ⟨x|ϕ⟩ 算出，因为：

⟨x|ϕ⟩ =
∫

d3x′ ϕ(x′)⟨x|x′⟩ =
∫

d3x′ ϕ(x′)δ(x− x′) = ϕ(x) (18)

这个系数，可以看做关于特征值 x 的函数，称为波函数。同样的态我们也可以用动量算符的特征值来

展开：

|ϕ⟩ =
∫

d3p′ ϕ(p′)|p′⟩ (19)

并把系数 ϕ(p) = ⟨p|ϕ⟩ 称为动量表象中的波函数。
对于同样的问题，我们往往可以选择不同的可观测量的特征矢量作为基函数，得到不一样但又相互

等价的描述。不同的基函数选择，我们称为不同的表象。对于物理问题我们有选择表象的自由。比如我

们可以用坐标表象中的波函数来描述粒子运动，也可以用动量表象中的波函数，这种描述是完全等价

的。而基函数的变换，则需要知道两组基之间的内积，灵活利用 Î =
∑

i |λi⟩⟨λi| 即可。
对粒子的测量结果常常是不确定的。即使对于给定的态 |ϕ⟩，对它的位置测量结果我们也无法预知。

但是，我们发现测量到不同结果的概率是确定的。因此，量子力学假定，如果对于一个态 |ϕ⟩，用可观
测量 Â 的特征矢量 |λi⟩ 展开的展开式是：

|ϕ⟩ =
∑
i

ci|λi⟩ (20)

（或 |ϕ⟩ =
∫
dλϕ(λ)|λ⟩）

那么测量值为 λi（或测量值在 λ 与 λ+ dλ 之间）的概率为：

|ci|2 (21)
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（或 |ϕ(λ)|2dλ）。注意到态的归一化要求
∑

i |ci|2 = 1（或
∫
|ϕ(λ)|2dλ = 1），这个定义完全符合概率（或

概率密度函数）定义的要求！这样一来，如果我们有一大堆处于 |ϕ⟩ 状态的粒子，那么我们对 Â 测量

得到的平均值是：∑
i

|ci|2λi =
∑
i

(⟨λi|ϕ⟩)∗⟨λi|ϕ⟩λi =
∑
i

⟨ϕ|λi⟩⟨λi|ϕ⟩λi = ⟨ϕ|
∑
i

(λi|λi⟩⟨λi|)|ϕ⟩ = ⟨ϕ|Â|ϕ⟩ (22)

如果不会造成歧义，我们也可以简单地写成 ⟨Â⟩。
我们知道测量也会干扰系统的状态。那么对于系统进行测量后系统变成了什么？这个规律大概是

量子力学中最饱受争议的规律：如果用可观测量 Â 测量态 |ϕ⟩ 得到的测量值为 λi，那么测量后系统从

态 |ϕ⟩ 变为态 |λi⟩。基本上所有诠释争论的核心问题，就是这个规律很不自然，这种态的突变和一般的
时间演化不一样。现在一种影响力比较大的观点认为，实际上测量是系统 |粒子⟩ ⊗ |仪器⟩ 的时间演化，
这个总体的态依然满足时间演化的规律。但因为仪器是个经典的、微观态不确定的系统，粒子与仪器的

退相干效应使得粒子的态看上去像是突变了。

这样，我们基本完成了量子力学框架的所有基础假设。

6 对易

在线性代数中，矩阵的乘法是不满足交换律的，也就是说，对于一般的矩阵，ÂB̂ ̸= B̂Â。然而，如

果两个矩阵对易 ÂB̂ = B̂Â，那么可以找到一组基将 Â 与 B̂ 同时对角化。

然而这个性质对于量子力学来说有着无比的重要性。因为，如果两个可观测量对易，意味着可以找

到这两个可观测量的共同的基。在没有简并的情况下，可观测量 Â 的特征矢量同时也是可观测量 B̂ 的

特征矢量。这时，如果对可观测量 Â 测量使得系统的状态变为一个基，那么之后再测量 B̂ 也不会改变

系统的状态，此后无论怎样测量 Â 或 B̂ 总会得到确定的结果。反之，如果两个可观测量不对易，它们

一定无法被同时对角化（否则就可对易了），这意味着如果接着 Â 测量之后对 B̂ 进行测量，总是会改

变系统的状态。而经过 Â → B̂ → Â 测量之后，因为每次测量都一定会扰动系统，测量结果又会变得

不确定。

这就导致了科普中常常提到的不确定性关系：如果两个可观测量 Â 与 B̂ 不对易，那么这两个可观

测量无法被同时测准，因为对其中一个量的测量必然会扰动系统，使得对另一个量的测量结果变得不确

定。

更进一步，我们定义对易子：[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â

如果对易子等于 0，显然 Â 与 B̂ 对易；但如果对易子不为 0，我们就有不确定性关系：

⟨(∆Â)2⟩⟨(∆B̂)2⟩ ≥ 1

4
|⟨[Â, B̂]⟩|2 (23)

这里，算符 ∆Â = Â− ⟨Â⟩。数学上的证明比较 tricky，需要引用 Schwarz 不等式，有兴趣可以尝试一
下。这里介绍一个实验上被人熟知的不确定性关系，是坐标和动量的不确定性关系：√

(∆x)2 ·
√
(∆p)2 ≥ h̄

2
(24)

这正是因为坐标和动量有对易子：

[x̂, p̂] = ih̄ ̸= 0 (25)
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（完整写出，是 [x̂i, p̂j ] = ih̄δij，[x̂i, x̂j ] = 0，[p̂i, p̂j ] = 0，其中 i, j = 1, 2, 3 是空间的三个方向，δij = 0

如果 i ̸= j，否则 δij = 1。）

然而，为何是这个对易子，就是件比较不好解释的事情了。这个对易关系是量子力学最为基本的对

易关系，但它基本上无法只从前面所提到的基本假设中推导出来，因为坐标虽然我们有先验的概念，动

量的概念却并没有那么直观。一种理解方式是从动量的定义出发，认为动量是空间平移操作的生成子。

所以，平移 δx 后的状态 |a′⟩ 与平移前的状态 |a⟩ 可以形式地写成：

|a′⟩ = e−
i
h̄ p̂·δx|a⟩ ≈ (1− i

h̄
p̂ · δx)|a⟩ (26)

在坐标表象中，我们将态用坐标特征矢量展开：

|a⟩ =
∫

|x⟩⟨x|a⟩d3x (27)

那么（第一步的平移就是把态平移而已，第二步则是做了代换 x′ = x+ δx，因为积分限是全空间所以

不变，第三部就是单纯的函数泰勒展开）

|a′⟩ =
∫

|x+ δx⟩⟨x|a⟩d3x =

∫
|x′⟩⟨x′ − δx|a⟩d3x′ =

∫
|x′⟩(1− δx · ∇)⟨x′|a⟩d3x′ (28)

我们和

|a′⟩ = (1− i

h̄
p̂ · δx)|a⟩ (29)

对比一下，由于平移 δx 是任意（小）的，所以

p̂|a⟩ = −ih̄

∫
|x′⟩∇⟨x′|a⟩ (30)

⟨x′|p̂|a⟩ = −ih̄∇⟨x′|a⟩ (31)

也就是对坐标表象中的波函数而言，p̂ = −ih̄∇。由此可以得到对易子

[x̂i, p̂i]|a⟩ = −ih̄xi∇i|a⟩+ ih̄∇i(xi|a⟩) = ih̄(∇ixi)|a⟩ = ih̄|a⟩ (32)

即

[x̂, p̂] = ih̄ (33)

另一方面，我们可以把它看做是由与经典力学的类比得到的。在对易子的定义下、算符的代数结构和

泊松括号的定义下、经典轨迹的代数结构是同构的，它们同样满足 Jacobi 方程，构成了同一类李代数。
于是，经典力学的正则量子化认为我们在 h̄ 有限的时候，可以做对应：

{A,B} → 1

ih̄
[Â, B̂] (34)

关于这个量子化的具体讨论，可以参见问题泊松括号（Poisson bracket）是怎么量子化到李括号（Lie
bracket）的？下的诸多答案。如果从不同的角度出发，比如先验地假定粒子波函数的平面波形式，我们
可以某种意义上“证明”这个量子化关系。或者，通过路径积分方法构建量子力学，也应该可以证明对

易子与泊松括号的关系。但因为这里涉及到路径积分这个不太显然的数学，甚至需要引入维纳测度，所

以实际上要复杂得多。
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有了这个基本的对易关系，我们可以得到在坐标表象下动量算符的表达式。由于微分的乘法规则，

有显然的恒等式：
∂

∂x
(x|ϕ⟩)− x

∂

∂x
|ϕ⟩ = |ϕ⟩ (35)

或者写成算符的形式：
∂

∂x
x− x

∂

∂x
= Î (36)

注意到微分算符 ∂
∂x
也是一个线性算符，而且由分部积分可以发现它与 Hermitian 算符相差一个虚数单

位，因为：∫
⟨a|(i ∂

∂x
|b⟩)dx = i⟨a|b⟩|∞−∞−

∫
(i

∂

∂x
⟨a|)|b⟩dx = −

∫
(i

∂

∂x
⟨a|)|b⟩dx = −

∫
(⟨a|(i ∂

∂x
)∗)|b⟩dx =

∫
(⟨a|i ∂

∂x
)|b⟩dx

(37)
所以 −ih̄ ∂

∂x
具有和 p̂ 同样的对易关系，所以我们可以认为 p̂ = −ih̄ ∂

∂x
.

知道动量算符在坐标表象中的表达式后我们可以知道坐标表象和动量表象是如何相联系的。回忆

之前的内容，在坐标表象下，一个态可以用坐标特征矢量展开：

|a⟩ =
∫

|x⟩⟨x|a⟩d3x (38)

其中 ⟨x|a⟩ 称作波函数。动量波函数则写作 ⟨p|a⟩。如果我们在其中插入一个单位算符
∫
|x⟩⟨x|d3x，有：

⟨p|a⟩ =
∫
⟨p|x⟩⟨x|a⟩d3x (39)

于是，如果我们会算 ⟨p|x⟩，我们就知道如何在两种表象中切换。这是前面第二节中已经提到过的。为
了计算 ⟨p|x⟩，我们把动量算符在坐标表象的表达式插进去：

⟨pi|p̂i|xi⟩ = pi⟨pi|xi⟩ = (⟨xi|p̂i|pi⟩)∗ =

(
−ih̄⟨xi|

∂

∂xi

|pi⟩
)∗

= ih̄⟨pi|
∂

∂xi

|xi⟩ = ih̄
∂

∂xi

⟨pi|xi⟩ (40)

解这个微分方程得到：

⟨pi|xi⟩ =
1√
2πh̄

e−
i
h̄pixi (41)

或

⟨p|x⟩ = 1√
(2πh̄)3

e−
i
h̄p·x (42)

其中归一化系数由归一化条件：

⟨x′
i|xi⟩ =

∫
⟨x′

i|pi⟩⟨pi|xi⟩dpi = δ(x′
i − xi) (43)

得到。于是坐标表象波函数和动量表象波函数由一个类似傅里叶逆变换与傅里叶变换的形式相联系起

来：

⟨p|a⟩ = 1√
(2πh̄)3

∫
e−

i
h̄p·x⟨x|a⟩d3x (44)

⟨x|a⟩ = 1√
(2πh̄)3

∫
e

i
h̄p·x⟨p|a⟩d3p (45)

把 ⟨p|a⟩ 换成 ϕ(p)，⟨x|a⟩ 换成 ϕ(x)，就是大家常见的形式了。
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7 时间演化

量子力学的基本描述框架已经完成，现在要让这个世界动起来。动起来意味着某些东西要开始与时

间 t 有关，但关于此，我们有至少 2 种观点，我们称为图像——薛定谔图像和海森堡图像。回忆一下，
我们用右矢表示态，用算符表示可观测量，而且，我们常常用算符的基向量来做系统状态的基，于是，

我们有了至少两种选择：

1. 薛定谔图像：系统的态随时间变化，但可观测量及其基向量不随时间变化。

2. 海森堡图像：可观测量及其基向量随时间变化，但系统的态不随时间变化。

这两种图像是完全等价的，其区别就好像是对于一个运动的粒子，我们可以在静止的坐标系中描述

它位置的变化，也可以在与粒子相对静止的、运动的坐标系中描述它。

但在微扰论的实际应用中，我们还常常有用到第三种图像：

3. 相互作用图像：系统的态、可观测量及其基向量均以某种方式随时间变化。只是其变化分别遵循
不同的哈密顿量（见后文，如果我会提到的话……）。

这种处理有时也是有好处的，因为它可以做到让复杂的相互作用与单粒子的哈密顿量分开处理。

在薛定谔图像中，系统的态会随时间变化，于是我们的问题自然就是，对于态 |a(0)⟩，经过时间 t

后，它（|a(t)⟩）变成了什么？
假设联系这两个态的映射是 Û(t)，因为我们要保证态的可叠加性，即 |a1(t)⟩+|a2(t)⟩ = Û(t)|a1(0)⟩+

Û(t)|a2(0)⟩ = Û(t)(|a1(0)⟩ + |a2(0)⟩)，Û(t) 应当是一个线性算符，称为时间演化算符。那么这是个什

么样的算符呢？我们可以很容易地得到它的一些性质。

1. Û(−t)Û(t) = Û(t)Û(−t) = Î，这个应该比较显然吧，因为 Û(−t) 表示倒退时间 t，一个态经过一

段时间又倒退回去，显然还是自己。

2. Û †(t) = Û−1(t)，这是因为演化后的态依然要保证归一化，即 ⟨a(t)|a(t)⟩ = ⟨a(0)|Û †(t)Û(t)|a(0)⟩ =
⟨a(0)|a(0)⟩ = 1，显然要有 Û †(t)Û(t) = Î。

3. limt→0 Û(t) = Î，因为我们假定时间演化是个连续的过程，如果经过时间无限接近于 0，演化后的
状态应该无限接近于初始状态。

前两个条件意味着一般情况下 Û †(t) = Û(−t) ̸= Û(t)，这意味着时间演化算符不是 Hermitian 算
符，不是可观测量。于是，我们现在要找一个可观测量和它联系起来。首先我们可以猜一下 Û(t) 应该

长什么样。（当然，薛定谔当年并不是这么猜的，而是用一种看起来更不严谨的方式猜出来的——这很

自然，因为一个理论的历史发展顺序往往并不是理论严格化后的逻辑顺序。）首先，Û †(t) = Û(−t) 意

味着时间大概和虚数单位乘在一起；其次，第二条和第三条性质看起来像是复数的指数表示。于是我们

猜测时间演化算符可以形式地写成：

Û(t) = e−
i
h̄ Ĥt (46)

其中我们用 h̄ 作为某种尺度，它的意义我们马上就会看到。而 Ĥ 如果我们假设是一个 Hermitian 算
符，Û(t) 就满足了上面写的全部三条性质。而 Ĥ 究竟是什么？我们来猜猜看：一方面，在经典力学中，

时间演化总是和哈密顿量联系在一起；另一方面，如果考虑粒子是一个波动函数 e−iωt，我们知道德布
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罗意关系告诉我们 E = ωh̄（这就是为什么我们要加入一个 h̄ 作为某种尺度），而经典力学中哈密顿量

H(q, p, t) = E，于是，我们猜测 Ĥ 是哈密顿量。这样，我们将态的演化写成：

|a(t)⟩ = e−
i
h̄ Ĥt|a(0)⟩ (47)

当然，这个算符的指数函数终究只是形式写法，虽然我们可以用幂级数来定义这个指数，但计算并不见

得容易。所以我们对时间进行微分，得到方程：

ih̄
∂

∂t
|a(t)⟩ = Ĥ|a(t)⟩ (48)

这就是著名的薛定谔方程，常常我们把这个方程作为量子力学的基本假设之一。对于经典粒子，量子化

让我们可以直接把经典力学的哈密顿量改写成算符：Ĥ = p̂2

2m
+ V (x̂)（当然，为了摒弃经典力学的第一

性，这个哈密顿量也可以由路径积分构造），如果写在坐标表象中，带入动量算符的表达式，我们可以

得到一个常见的形式：

ih̄
∂

∂t
ϕ(x, t) = − h̄2

2m
∇2ϕ(x, t) + V (x̂)ϕ(x, t) (49)

如果给定一个势能 V (x̂)，我们可以从薛定谔方程解出波函数随时间的演化。比如可以从 V (x̂) = −ke2

r

解出氢原子的能级。如果我们更仔细地看看薛定谔方程，会发现哈密顿算符的特征矢量有着特别重要

的地位。如果系统原本处于其中一个基矢，Ĥ|a(0)⟩ = E|a(0)⟩，那么，根据薛定谔方程，我们可以直接
解出：

|a(t)⟩ = e−
i
h̄Et|a(0)⟩ (50)

即经过时间 t 后，系统只改变了一个相位！我们还记得如果两个态只单纯相差一个相位，那么对于这
个态的所有宏观的测量结果都不会改变，也就是说在这个意义上，这个态并不随时间变化，于是能量 E
也不会随时间变化。这正是能量守恒在量子力学中的体现。因此，我们把方程 Ĥ|a⟩ = E|a⟩ 称为不含
时的薛定谔方程。我们可以从它解出哈密顿量的所有特征矢量，这些特征矢量称为系统的能级。当一个

系统处于某一能级时，它将一直处于这一能级中。这里需要提醒的是，当个全同的系统发生干涉时，相

位会起到至关重要的作用，所以，这个相位的差别并不是没有意义的。

下面我们转向海森堡图像。在海森堡图像中，系统的状态 |a⟩ 不随时间变化，但我们关系的可观测
量 Â 从 Â(0) 变成了 Â(t)。那么怎么算出 Â(t)？

因为海森堡图像和薛定谔图像是等价的，所以我们用任何一个图像都应该预测出相同的测量结果。

一般宏观的测量结果会体现为内积 ⟨a|Â|a⟩，我们用下标 S 表示薛定谔图像，下标 H 表示海森堡图像，

显然有：

⟨a(t)|SÂS |a(t)⟩S = ⟨a|HÂH(t)|a⟩H (51)

因为海森堡图像中系统状态不随时间变化，假设初始状态时我们让两种图像中的算符和态完全相同，即

|a⟩H = |a(0)⟩H = |a(0)⟩S，我们有：

⟨a(0)|SÛ †(t)ÂSÛ(t)|a(0)⟩S = ⟨a(0)|SÂH(t)|a(0)⟩S (52)

由于上式对任何系统状态都成立，有：

ÂH(t) = Û †(t)ÂSÛ(t) = e
i
h̄ ĤtÂH(0)e−

i
h̄ Ĥt (53)

同样，我们对时间进行微分，得到：

d

dt
Â(t) =

i

h̄
Ĥe

i
h̄ ĤtÂ(0)e−

i
h̄ Ĥt − i

h̄
e

i
h̄ ĤtÂ(0)e−

i
h̄ ĤtĤ =

i

h̄
ĤÂ(t)− i

h̄
Â(t)Ĥ (54)
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（显然，Ĥ 与它的函数 e
i
h̄ Ĥt 是对易的。）于是有：

d

dt
Â(t) =

i

h̄
[Ĥ, Â(t)] =

1

ih̄
[Â(t), Ĥ] (55)

这个就是量子力学中另一个重要的运动方程：海森堡方程。有趣的是，在正则量子化 {A,B} → 1
ih̄
[Â, B̂]

之下，上式和经典物理的运动方程（A 不显含时间）：

d

dt
A(t) = {A(t),H} (56)

完全相同。

8 二次量子化

现在我们考虑一个例子。对于类似谐振子的哈密顿量：

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 (57)

它的能级是什么样的？

当然，我们可以用薛定谔方程硬解，但这里我们有更聪明的办法。我们把哈密顿量因式分解（注意，

乘法不能交换！），写成：

Ĥ = h̄ω(
p̂√

2mh̄ω
+ i

√
m

2h̄ω
ωx̂)(

p̂√
2mh̄ω

− i

√
m

2h̄ω
ωx̂) +

1

2
h̄ω (58)

然后定义一个新的没有量纲的算符：

â =
p̂√

2mh̄ω
− i

√
m

2h̄ω
ωx̂ (59)

显然：

Ĥ = h̄ω

(
â†â+

1

2

)
(60)

如果记 N̂ = â†â（显然，这是一个可观测量！），哈密顿量和 N̂ 是线性的。这意味着，哈密顿量的特征

矢量一定也是 N̂ 的特征矢量。如果记 N̂ 对应于特征值 n 的特征矢量为 |n⟩，则显然：

Ĥ|n⟩ = h̄ω

(
n+

1

2

)
|n⟩ (61)

于是，系统 |n⟩ 的能量是：

E = h̄ω

(
n+

1

2

)
(62)

但我们还是不知道关于能级 |n⟩ 的任何信息。先不要着急，我们把 â 作用在上面看看，因为：

[â, â†] =
i

2h̄
[p̂, x̂]− i

2h̄
[x̂, p̂] = 1 (63)

[â, N̂ ] = [â, â†â] = ââ†â− â†ââ = [â, â†]â = â (64)

于是因为

N̂ â|n⟩ = (âN̂ − â)|n⟩ = (ân− â)|n⟩ = (n− 1)â|n⟩ (65)
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â|n⟩ 仍然是 N̂ 的特征矢量，但特征值变成了 n− 1！这说明 â|n⟩ 应该与 |n− 1⟩ 成正比！这个比例系
数依然可以通过归一化得到，因为 ⟨n|â†â|n⟩ = ⟨n|N̂ |n⟩ = n，而 ⟨n− 1|n− 1⟩ = 1，所以：

â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ (66)

类似地我们可以发现，â†|n⟩ 也仍然是 N̂ 的特征矢量，但却对应特征值 n+ 1。相同的计算可以得到

â†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩ (67)

现在我们来想想我们都得到了些什么。如果某一个态 |n⟩ 是系统的能级，那么将 â 和 â† 作用在上

面，我们将得到两个“相邻”的能级——â 似乎总是降低系统的能量，而 â† 总是增加系统的能量。由

此，我们称 â 为降算符，而 â† 为升算符。

注意到一个物理的系统应该要有一个最低的能级，否则系统可以不停地降低自己的能级来释放出

能量——这显然是破坏能量守恒的。所以，我们“降低”能级的操作 â必须是有尽头的，也就是说，对于

某些能级，要有 â|n⟩ = 0。由 â|n⟩ =
√
n|n−1⟩，只有这个能级对应的特征值 n = 0，才能保证 â|n⟩ = 0。

于是，我们发现特征值 n 必须取整数，这样，反复“降级”才能让系统降到最低能级 |0⟩。但即使最低
能级，它的能量也不是 0，这可以看做是不确定性原理的必然结果。

我们虽然可以通过升降算符构造出所有的能级，但关于能级的具体波函数，我们还是需要解不含时

薛定谔方程才能得到，这个计算可能会比较复杂，结果需要用到一类特殊多项式——Hermite 多项式。
既然 n 为整数，我们打开脑洞可以对这个结果做一番诠释：我们把体系假想成为一堆粒子，而 n

是粒子的数目。由于 E = h̄ω
(
n+ 1

2

)
，每个粒子似乎携带了相同的能量 h̄ω，这个关系式与德布罗意关

系完全一致。另外有趣的是，我们可以发现即使没有任何粒子，依然有一个零点能 1
2
h̄ω。â 使一个粒

子消失了，而 â† 却产生了一个粒子。在这样的图像下，我们可以给这几个算符取个更加高洋上的名字：

我们把 N̂ 叫做粒子数算符，â 叫做湮灭算符，而 â† 叫做产生算符。

转向粒子数可变的 Fock 空间，从粒子数的角度出发，用产生湮灭算符来表述系统的哈密顿量，这
种处理方式我们称为二次量子化。实际上，量子场论用了相似的处理方式。在量子场论中，我们使用海

森堡图像，不再关心单粒子的波函数，而关心一个量子化的场算符 ϕ̂(xµ)。一个场（系统）中可以有任

意数目的粒子，所以我们的状态空间不再是固定粒子数目的希尔伯特空间，而改为粒子数可变的 Fock
空间。场算符 ϕ̂(xµ) 可以用产生湮灭算符来展开。这样，我们可以通过场算符 ϕ̂(xµ) 来从真空态 |0⟩ 构
造出系统的状态。将系统用场算符表达的哈密顿量改成由产生湮灭算符表达，并得到基本的对易关系，

就完成了正则量子化。而系统的时间演化，将由海森堡方程给出。这时由于场具有无穷的自由度，相当

于无穷多个谐振子，场的零点能会变成无穷大。不过，这种发散并不是太严重的问题。一般情况下，量

子场论有一系列重整化方法来解决甚至更复杂的发散问题。

9 角动量

角动量理论是量子力学中无论理论还是应用，都比较重要的一部分。在经典力学中，角动量与空间

的转动有关，在量子力学中，我们也可以通过将经典力学量子化，来定义角动量：

Ĵ = x̂× p̂ (68)

但这个定义是无法推广到自旋角动量的。更本质的定义，则是考虑空间转动与角动量的关系。与前面讨

论平移与时间演化类似地，我们用一个空间转动算符 Ûz(ϕ) 来联系沿某一轴（比如 z 轴）转动 ϕ 角度
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前后的态：

|a′⟩ = Ûz(ϕ)|a⟩ (69)

然后把空间转动算符形式地写成：

Ûz(ϕ) = e−
i
h̄ Ĵzϕ (70)

这个形式我们已经见到太多次了。对于其中的 Hermitian 算符 Ĵz，我们定义它为（z 方向的）角动量。

我们现在想要知道一个粒子的角动量可以有哪些取值，以及有哪些随时间演化的特征。从二次量子

化的例子中我们应该发现，找出对易关系可以帮助我们更方便地解决这些问题。对于角动量来说，这也

是非常重要的。所以我们现在要设法求出和角动量相关的对易关系。如果用 Ĵ = x̂ × p̂ 我们可以轻易

得到很多对易关系，但我们现在尝试使用第二个定义。

首先，我们知道一般意义下的旋转操作是用 SO(3) 群表示的，空间转动算符应该同样是 SO(3) 群
的表示，只是这个表示是在希尔伯特空间之上。SO(3)群在三维空间中的表示我们可以简单写出，比如，
沿 z 轴旋转 ϕ 角度的旋转矩阵为：

Rz(ϕ) =



cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1


(71)

如果转动角度趋于无穷小，我们用泰勒展开：

Rz(ϵ) =



1− ϵ2

2
−ϵ 0

ϵ 1− ϵ2

2
0

0 0 1


(72)

类似地可以轻松写出 Rx(ϵ) 和 Ry(ϵ)，我们通过计算可以得到，在忽略 o(ϵ3) 的前提下：

Rx(ϵ)Ry(ϵ)−Ry(ϵ)Rx(ϵ) = Rz(ϵ
2)− 1 (73)

这并不意外，因为我们已经体验过无数次转动操作是不对易的。因为 R 和 Û 是同一个群的表示，这个

式子必须也对 Û 成立，即：

Ûx(ϵ)Ûy(ϵ)− Ûy(ϵ)Ûx(ϵ) = Ûz(ϵ
2)− 1 (74)

将 Ûn(ϕ) = e−
i
h̄ Ĵnϕ 带入，并用泰勒展开到忽略 o(ϵ3) 以上的项，有：(

1− iĴxϵ

h̄
− Ĵ2

xϵ
2

2h̄2

)(
1− iĴyϵ

h̄
−

Ĵ2
y ϵ

2

2h̄2

)
−

(
1− iĴyϵ

h̄
−

Ĵ2
y ϵ

2

2h̄2

)(
1− iĴxϵ

h̄
− Ĵ2

xϵ
2

2h̄2

)
= 1− iĴzϵ

2

h̄
− 1

(75)
展开忽略 o(ϵ3) 以上的项并化简，我们就得到了：

[Ĵx, Ĵy] = ih̄Ĵz (76)
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轮换指标，我们可以完全同样地得到：

[Ĵy, Ĵz] = ih̄Ĵx (77)

[Ĵz, Ĵx] = ih̄Ĵy (78)

或者借用 Levi-Civita 符号，写成（注意爱因斯坦求和约定：重复指标表示求和）：

[Ĵi, Ĵj ] = ih̄εijkĴk (79)

事实上这个对易关系完全刻画了角动量（包括自旋）满足的代数结构。

为了解出角动量的本征值，我们先定义总角动量算符：

Ĵ2 = ĴxĴx + ĴyĴy + ĴzĴz (80)

经过简单计算，可以得到

[Ĵ2, Ĵi] = 0 (81)

因此，虽然角动量的三个分量不对易，不能同时对角化，但任何一个角动量分量都可以与总角动量同时

对角化。我们可以随便选一个分量，比如 z 分量，让它与总角动量同时对角化。然后进一步，我们定义

升降算符：

Ĵ± = Ĵx ± iĴy (82)

显然有：

[Ĵ±, Ĵz] = [Ĵx, Ĵz]± i[Ĵy, Ĵz] = −ih̄Ĵy ∓ h̄Ĵx = ∓h̄Ĵ± (83)

[Ĵ+, Ĵ−] = 2h̄Ĵz[Ĵ±, Ĵ2] = 0 (84)

那么，如果一个态是 Ĵ2 和 Ĵz 的特征矢量 |a, b⟩：

Ĵ2|a, b⟩ = a|a, b⟩Ĵz|a, b⟩ = b|a, b⟩ (85)

那么，与前面二次量子化类似地，Ĵ±|a, b⟩ 也依然是这两个算符的特征矢量：

Ĵ2Ĵ±|a, b⟩ = Ĵ±Ĵ2|a, b⟩ = aĴ±|a, b⟩ (86)

即升降算符不改变总角动量，且：

ĴzĴ±|a, b⟩ = (Ĵ±Ĵz ± h̄Ĵ±)|a, b⟩ = (bĴ± ± h̄Ĵ±)|a, b⟩ = (b± h̄)Ĵ±|a, b⟩ (87)

即升算符使得 z 方向角动量加一个单位（h̄），而降算符使它减一个单位。因此和谐振子类似地，我们

应当有正比例关系：

Ĵ±|a, b⟩ = c±|a, b± h̄⟩ (88)

我们等一会儿再算这个比例系数。进一步，我们考察算符：

Ĵ2 − Ĵ2
z = Ĵ2

x + Ĵ2
y =

1

2
(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+) =

1

2
(Ĵ†

−Ĵ− + Ĵ†
+Ĵ+) (89)

对于特征矢量 |a, b⟩，有：

a− b2 = ⟨a, b|Ĵ2 − Ĵ2
z |a, b⟩ =

1

2
⟨a, b|Ĵ†

−Ĵ−|a, b⟩+
1

2
⟨a, b|Ĵ†

+Ĵ+|a, b⟩ =
|c−|2

2
+

|c+|2

2
≥ 0 (90)
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所以 b2 ≤ a。这意味着，我们通过升降算符增减角动量 z 分量的操作必须是有终结的，b 的增加或减小

不能突破
√
a。在经典的图像中，这看起来好像是废话——一个矢量的分量怎么可能比总长度还长呢？

我们先找找 z 分量的上限，于是与谐振子情况完全相同，b 应该有某些取值 bm，使得：

Ĵ+|a, bm⟩ = 0 (91)

显然，这意味着：

Ĵ−Ĵ+|a, bm⟩ = 0 (92)

然而，直接计算可以发现：

Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2
x + Ĵ2

y + i(ĴxĴy − ĴyĴx) = Ĵ2 − Ĵ2
z − h̄Ĵz (93)

于是：

Ĵ−Ĵ+|a, bm⟩ = (Ĵ2 − Ĵ2
z − h̄Ĵz)|a, bm⟩ = a− b2m − h̄bm = 0 (94)

这个方程只有两个根，其中一个负根不满足 b2 ≤ a，所以我们只保留一个正根，发现 z 分量只有一个

上限，且满足：

bm(bm + h̄) = a (95)

完全同样地我们可以发现 z 分量也只有一个下限 bn 满足：

bn(bn − h̄) = a (96)

这里我们因为同样的理由只取负根。如果比较这两个根，我们会发现：

bn = −bm (97)

不断对 bm 对应的状态做降算符操作，我们一定会得到 bn。每次操作都使 b 减小 h̄，所以 bm 与 bn 应

当相差 h̄ 的整数倍：

bm = bn + nh̄ (98)

结合两个式子我们可以解出：

bm =
n

2
h̄ bn = −n

2
h̄ (99)

方便起见，我们定义角量子数 j = n
2
，总角动量也可以算出：

a = bm(bm + h̄) = j(j + 1)h̄2 (100)

整理一下我们的结果。一个系统的总角动量，可以用一个角量子数 j 来标记，一个具有角量子数 j 的

系统，它的总角动量为 j(j + 1)h̄2。这个系统任意一个方向的角动量取值则在 −jh̄ ∼ jh̄ 之间，不同的

取值之间相差一定是 h̄ 的整数倍。我们由此可以定义另一个量子数——磁量子数 m = b
h̄
，它标记了系

统在某个特定选取的方向上的角动量分量大小。而使用这两个量子数来标记系统，我们直接把 |a, b⟩ 换
成 |j,m⟩。
借助 Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2 − Ĵ2

z − h̄Ĵz 我们可以轻易地用归一化来计算之前没算的那两个比例系数，与谐振

子的情况完全一样。这个系数是：

Ĵ±|j,m⟩ =
√
(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m± 1⟩ (101)
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对于机械运动而言，角动量的涵义和经典的角动量并没有什么不同。机械运动本身会造成一个角动

量，如果从类似经典的定义 Ĵ = x̂ × p̂ 出发，我们可以得到以上全部结果。这也意味着，当我们用经

典的办法测一个粒子的角动量时，我们只会得到离散的取值——角动量似乎仅仅被允许取特定的方向。

而且，我们可以验算，对于有心力场 V (x̂) = V (r) 而言，总角动量算符与哈密顿算符是对易的。这是

角动量守恒在量子力学中的体现。这意味着我们可以同时对角化哈密顿量、总角动量和某一特定方向

的角动量分量，给每个算符单独的量子数，以此来区分系统的不同能级。比如在氢原子能级中，我们用

主量子数来标记哈密顿量的量子数。氢原子能级的解对于角动量理论是个很好的练习，不过其中涉及

太多数学计算，有兴趣可以参考任意一本量子力学教材。

实验中我们发现，粒子往往还有一种独特的角动量——自旋。自旋不是由任何一种经典的运动产

生，如果按经典力学进行简单计算，电子根本无法旋转得如此之快来产生一个自旋。自旋角动量是粒子

的内禀性质，粒子自旋的总大小——总角动量是不会随环境变化而变的。自然界的粒子总有固定的自旋

——比如 Higgs 波色子的自旋为 0，电子自旋为 1/2，而光子的自旋为 1。非相对论性的量子力学并不
能解释自旋的产生，只对它做唯象的描述。比如实验发现电子有 2 种自旋状态，参考前面的结果，一个
系统的角动量分量取值只有 2j + 1 种，这意味着对于电子自旋来说，j = 1

2
。由此，我们称电子为自旋

1/2 的粒子。
量子力学中描述自旋虽然与前述完全一致，但因为自旋没有任何经典图像的对应，我们不可能在坐

标表象或是动量表象中写出自旋的波函数。事实上更进一步，自旋与机械运动是不属于一个希尔伯特

空间的，比如说，这意味着：

⟨x|S+⟩ = 0 (102)

所以一个粒子（比如电子）的态，是它的机械运动的波函数与自旋态的直积：

|ϕ(x, t)⟩ ⊗ |S⟩ (103)

而自旋态是一个典型的离散谱的态——比如电子的自旋我们只可能得到 2个结果。所以，自旋角动量在
自旋态下的矩阵表示只能是有限维的。但自旋不再起源于任何实际的旋转。不同的自旋态以 SU(2) 群
相联系。于是 SU(2)群的不同维度下的不可约表示，给出了不同自旋数粒子的自旋的描述。然而，SU(2)
群与 SO(3) 群是同态的，所以并不会改变前述的描述。
比如对于自旋 1/2 的电子，它对应于 SU(2) 群的二维表示。在二维下，SU(2) 群的无穷小生成子

是三个泡利矩阵：

σ̂x =

0 1

1 0

 (104)

σ̂y =

0 −i

i 0

 (105)

σ̂z =

1 0

0 −1

 (106)
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则 Ŝi =
h̄
2
σ̂i 为自旋角动量算符，满足前述的对易关系。任意方向的角动量算符都可以用单位矢量 n̂ 乘

以自旋角动量算符得到：

Ŝn =
∑
i

Ŝini = Ŝ · n̂ (107)

既然粒子可以同时有自旋角动量和轨道角动量，那么两个角动量是不是可以相加呢？当然，正因为实验

发现是可以的，我们才将自旋角动量称为角动量。另一个常见的场景是一个系统有多个粒子组成，那么

粒子的角动量与系统的角动量又有什么关系呢？为了解决这两个问题，我们需要知道角动量怎么相加。

不同粒子的角动量，以及轨道角动量和自旋角动量都分属不同的希尔伯特空间，所以我们可以用各

自的角量子数 j 和磁量子数 m 标记总的状态。如前述，总的状态应当是一个直积：

|j1,m1⟩ ⊗ |j2,m2⟩ = |j1, j2;m1,m2⟩ (108)

另一方面，对于总系统的可观测量，我们应当理解为子系统的可观测量的扩充——即子系统中测量第一

个角动量的算符 Ĵ1z，在总系统中应当认为是 Ĵ1z ⊗ Î，当然，我们常常把后者省略。现在定义总角动量

算符：

Ĵ = Ĵ1 ⊗ Î + Î ⊗ Ĵ2 (109)

显然，这个总角动量算符满足角动量的一切性质。这个总角动量算符的平方 Ĵ2 与它自己的分量也是对

易的，我们可以同时对角化，得到总角量子数 j 和总磁量子数 m。显然，总角动量和任何一个子系的角

动量都是对易的，所以角量子数 j1, j2 依然是好的量子数。于是我们也可以状态标记为 |j1, j2; j,m⟩
|j1, j2; j,m⟩ 与 |j1, j2;m1,m2⟩ 是同一个态空间的基，但是它们一般而言并不相同，因为 Ĵ2 与子系

统的角动量分量并不对易。这两组基可以互相转换，为此我们需要计算内积：

⟨j1, j2; j,m|j1, j2;m1,m2⟩ (110)

取不同的 j,m,m1,m2，这一系列系数我们叫做 Clebsch-Gordan 系数，简称 CG 系数。计算这套系数
有一系列标准步骤。在此之前我们可以从中得到点信息。将 Ĵz − Ĵ1z − Ĵ2z = 0 插进去，我们可以发现

必须有 m = m1 +m2，否则 CG 系数为 0。这意味着总的角动量的特定分量一定等于系统各部分角动
量分量的和。其次，j 必须满足：

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 (111)

否则 CG 系数为 0。严格证明比较麻烦，但要确认这一点，可以数一数 |j1, j2; j,m⟩ 与 |j1, j2;m1,m2⟩
的数目，作为同一个空间的基它们应当是有相同的数目。我们知道每一个 j 取值有 2j + 1 个允许的 m

取值，对于 |j1, j2;m1,m2⟩ 而言，基的数目为：

N = (2j1 + 1)(2j2 + 1) (112)

而对于 |j1, j2; j,m⟩ 而言，基的数目为：

N =

jmax∑
j=jmin

(2j + 1) = (jmax − jmin + 1)(jmax + jmin + 1) (113)

所以只有 jmin = |j1 − j2|, jmax = j1 + j2 时，两个数目才会一致。这样我们至少定性地明白了，两个角

动量的和会是什么样子。
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计算 CG 系数是个很麻烦但并不难的工作。这里不展开篇幅去说了。一点提示是先列出所有可能
的组合。比如对于 j1 = 1, j2 = 1/2，m1 的取值可以是 −1、0 和 1，m2 的取值可以是 −1/2 和 1/2，总

共有 6 种组合。而 j 的取值可以是 3/2 与 1/2，对应的 m 的取值可以是 3/2、1/2、−1/2、−3/2 与

1/2、−1/2。总共也是 6 种组合。然后，我们找出最“边缘”的情况：j = 3/2�m = 3/2 的状态，只可

能由 m1 = 1�m2 = 1/2 的状态组合出来，这两种状态是完全一致的，即：

⟨j1, j2;m1 = 1,m2 = 1/2|j1, j2; j = 3/2,m = 3/2⟩ = 1 (114)

然后，我们在其中不断插入总角动量的升降算符 Ĵ± = Ĵ1± + Ĵ2±，可以得到一系列递推关系。从这些

关系中，我们可以解出每一个 CG 系数。

10 对称性

前面已经提到过能量守恒和角动量守恒，对应于时间演化不变与哈密顿量随空间转动不变。对于连

续对称性，量子力学与经典力学有类似的结论，即一个连续对称性会带来一个守恒量。量子力学中的连

续对称操作由一个 Unitary 算符体现，前述的时间演化算符与空间转动算符都是 Unitary 算符。而量
子力学的对称性体现在哈密顿量在这个算符的对称操作下不变：

ÛĤÛ−1 = Ĥ (115)

而我们总可以构造一个可观测量 Ĝ 与这个 Unitary 算符联系起来：

Û(x) = eiĜx (116)

其中 x 是与连续对称操作有关的参数——比如平移的距离、演化的时间、旋转的角度等等。那么，对

称性 [Û , Ĥ] = 0 意味着：

[Ĝ, Ĥ] = 0 (117)

因为 Ĝ 是可观测量，根据海森堡方程：
dĜ

dt
= 0 (118)

所以可观测量 Ĝ 不随时间变化，是个不变量。将空间平移套用进来（还记得我们关于动量是空间平移

操作的生成子的讨论吗？），我们可以得到，自由运动的粒子它的动量守恒——这和经典力学是一样的。

除此以外，有几个离散的对称性在量子力学中会有独特的体现。首先需要特殊强调的对称性，是系

统对于粒子交换的对称性。这我们也常常称为粒子的全同性，即微观粒子是完全不可分辨的。当然，如

果两个粒子离得很远，我们也没有必要去“分辨”它们，它们自然就是“不同”的——具有不同的位置。

但是，如果粒子发生相互作用，或者空间上离得很近，我们没有任何指标可以分辨出一个单独的粒子，

每个粒子都没有任何不同。这会造成统计上的效应，造成波色/费米统计与玻尔兹曼统计截然不同的性
质。

如果我们将双粒子态写成 |a1⟩|a2⟩，那么，粒子全同性意味着，交换两个粒子并不会本质上改变系
统的状态。定义兑换算符 P̂12 为交换两个粒子的位置，显然 P̂ 2

12 = Î，于是也就是说：

P̂12|a1⟩|a2⟩ = ±|a1⟩|a2⟩ (119)
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前面的符号是正是负决定了粒子的统计性质——如果是正号，粒子称为波色子；如果是负号，则称为费

米子。实验发现粒子的统计性质与它的自旋有关：半整数自旋的粒子一定是费米子，而整数自旋的粒子

一定是波色子。这在量子力学的框架中并没有解释，只有量子场论解决了自旋的起源问题之后才能得

到解答。

粒子交换对称意味着，我们不能简单地用单粒子状态的直和来表示多粒子状态——真实的状态必

须满足粒子交换对称。比如，考虑最简单的只有两个单粒子状态 k1 与 k2 的系统，对于两个粒子，可

分辨的经典粒子允许 4 种状态：|k1⟩|k2⟩、|k2⟩|k1⟩、|k1⟩|k1⟩、|k2⟩|k2⟩，但对于波色子，考虑到交换对称
性，系统只有 3 种状态：

|k1⟩|k1⟩, |k2⟩|k2⟩,
√
2

2
(|k1⟩|k2⟩+ |k2⟩|k1⟩) (120)

而对于费米子，两个粒子甚至不能占据同一个状态，因为交换粒子要使态矢变号，一个态矢不能等于自

己的相反数。于是，费米子只有一种状态是允许的：
√
2

2
(|k1⟩|k2⟩ − |k2⟩|k1⟩) (121)

当我们增加粒子数与状态数时，三种统计的差别会越来越大。但仔细描述这三种统计则是统计力学

的工作了。这里简单地说，波色子会有波色-爱因斯坦凝聚的现象，即温度低于一定值后，所有粒子都
处于基态。波色-爱因斯坦凝聚很可能是诸如超流、超导等现象的根源。而两个费米子不能填充同一个
状态，使得系统总有一个最小能量——这种机制使得中子星不会因为重力的作用而继续塌缩。

值得一提的是，在二次量子化时，波色子和费米子的产生湮灭算符会对应于不同的对易关系。波色

子的对易关系就是普通的对易关系，但费米子要满足反对易关系，我们常常用 {·, ·} 表示。反对易定义
为：{Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â。

另外两个常见的对称性是空间反演对称与时间反演对称。樱井的书这里写得很难看出 Significance
……正式的讨论请参考几本教材，这里只粗略整理一下一些想法。对于空间反演对称，如果一个系统的

势场具有对称的双势井，那么粒子在任何一个势井中的状态都不是哈密顿量的特征矢量。特征矢量需

要具有对称性或反对称性，但对称波函数与反对称波函数具有不同的能量，那么如果我们观察粒子在一

个势井中出现的概率，会发现震荡。事实上，一些不中心对称的分子比如氨分子就相当于一个这样的系

统，氮原子在三个氢原子构成的平面两边来回隧穿。而如果哈密顿量具有时间反演对称性，系统也会有

一些特殊的性质，比如非简并的波函数一定是实函数（除去一个复的相位）。

11 微扰论

微扰论我不打算写得太多，一来我想任何一本教材都会比我写得好，二来这个其实没什么好玩的地

方。对于一般的情况下，哈密顿量可以很复杂，我们很难从哈密顿量解出系统的能级以及时间演化。一

种近似的处理方法是将哈密顿量 Ĥ = Ĥ0 + Ĥ’ 看做两部分，一部分容易解的、相对占主要的部分 Ĥ0，

而另一部分是“微扰”，是一个贡献相对小的部分 Ĥ ′。微扰常常正比于一些小的参数，所以我们也常常

写成 Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′，其中 λ 是一个小参数，表征着微扰的大小。

其实微扰论还是借助了万能的泰勒展开。由哈密顿量 Ĥ 与微扰项 Ĥ ′ 是否与时间有关，微扰论又

分为不含时微扰和含时微扰。不含时微扰我们仅需要解不含时薛定谔方程：

(Ĥ0 + λĤ ′)|ϕ⟩ = E|ϕ⟩ (122)
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我们首先解不含微扰项的系统：Ĥ0|ϕ(0)⟩ = E(0)|ϕ(0)⟩，这被认为总是容易的。微扰项的存在，改变了系
统的能量，所以我们现在要算出这个修正。如果系统没有简并，我们简单地将真实的能量与态对参数 λ

进行泰勒展开，因为 λ 趋于 0 时，微绕的系统趋于非微扰系统，所以有展开式：

E = E(0) + λE(1) + λ2E(2) + · · · |ϕ⟩ = |ϕ(0)⟩+ λ|ϕ(1)⟩+ λ2|ϕ(2)⟩+ · · · (123)

然后我们可以一阶一阶算微扰修正。方法也很简单粗暴，我们把这两个式子带入原方程 (Ĥ0+λĤ ′)|ϕ⟩ =
E|ϕ⟩，然后把 λ 的同阶数项收集起来，再在每一阶方程左边乘上非微扰的 ⟨ϕ(0)|，我们就可以一点点算
出能量的移动和态矢的修正。

但是，如果系统有简并，不同的态具有同样的能量，单纯这样做会失效。因此，我们需要将简并的

子空间按照微扰哈密顿量进行对角化，在这个子空间中找到一组基，来继续进行微扰计算。通常，微扰

在一阶修正时就会将这种简并破坏掉，此后的高阶修正就会变成非简并的微扰问题了。但也可能计算

完一阶修正后简并依然存在，这种情况下又需要继续想办法消除简并。

如果微扰项含时间，我们需要含时微扰论。这种情况下我们依然可以将系统的态按非微扰的基矢展

开（这总是可以的）：

|ϕ(t = 0)⟩ =
∑
i

ci|i⟩ (124)

那么态随时间的演化可以写成：

|ϕ(t)⟩ =
∑
i

ci(t)e
− i

h̄Eit|i⟩ (125)

如果没有微扰项，显然 ci 与时间无关。然而微扰项使得这个系数随时间变化。这样一来，我们把微扰

项的作用看做是使系统在不同能级之间跃迁。将这个写法代入含时薛定谔方程，并左乘 ⟨i|，我们可以
得到关于 ci 的常微分方程组。我们可以将方程组转化为积分方程，然后把它改成递推公式来一阶一阶

地近似求解这个方程组。

含时微扰问题也可以在相互作用图像中处理，在这种图像中，可观测量按照微扰项来演化，而态矢

按照非微扰哈密顿量来演化。这样可以更容易得到关于 ci 的常微分方程组。

12 相对论性量子力学

任何构造单粒子的相对论性量子力学的尝试都是注定会失败的。因为在高能的情况下，相对论效应

将不能保证粒子数不变。但是历史上有些尝试我们可以提一下。我们知道薛定谔方程用了类似经典力

学的哈密顿量表达式，如果我们使用相对论性哈密顿量：

H =
√
p2c2 +m2c4 (126)

薛定谔方程会变成：

ih̄
∂

∂t
|ϕ⟩ =

√
−h̄2c2∇2 +m2c4|ϕ⟩ (127)

但是鬼知道后面那个算符的开方应该怎么计算……于是我们在左右两边继续乘哈密顿量，把它变成：

− h̄2 ∂2

∂t2
|ϕ⟩ = (−h̄2c2∇2 +m2c4)|ϕ⟩ (128)

这个看起来好像不错的方程叫做 Klein-Gordon 方程，但遗憾的是，这个方程错得很离谱。它最严重的
问题是，这个方程中的波函数不能再做概率解释，构造出的概率流是不守恒的！而且，为了解出这个方
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程我们还需要知道态矢随时间的一阶导数，也不现实。此外，方程还允许所谓的负能量解，这是人们不

想看到的。

于是，狄拉克认为问题的根源是方程必须对时间求一阶导数。于是他试图想办法把根号里面的东

西开平方开出来。于是，假设有个线性算符的平方是根号里面的那一堆东西，(ih̄c
∑3

i=1 Ai∂i + cB)2 =

−h̄2c2∇2 +m2c4，展开即：

− h̄2c2
3∑

i=1

A2
i∂

2
i − h̄2c2

∑
i ̸=j

AiAj∂i∂j + ih̄c2
3∑

i=1

(AiB +BAi)∂i + c2B2 = −h̄2c2∇2 +m2c4 (129)

比较两边，得到系数 Ai 与 B 应当满足关系：

A2
i = 1 (130)

AiAj +AjAi = 0, (i ̸= j) (131)

AiB +BAi = 0 (132)

B2 = m2c2 (133)

(134)

显然，没有任何复数可以满足这四条关系。所以，这四个系数必须是矩阵。而且，要满足条件至少需要

四阶矩阵。这里泡利矩阵正好可以用来满足这个条件，所以我们构造：

Ai =

 0 σi

σi 0

 B =

I 0

0 −I

mc (135)

于是，薛定谔方程变成了：

ih̄
∂

∂t
|ϕ⟩ = (ih̄c

3∑
i=1

Ai∂i + cB)|ϕ⟩ (136)

这个方程叫做狄拉克方程。通常，我们借助 γ 矩阵，把这个方程写成更为协变的形式，以方便体现洛

伦茨变换的对称性：

(ih̄γµ∂µ +mc)|ϕ⟩ = 0 (137)

这里 γ0 = B/mc，γi = γ0Ai，注意 ∂0 =
∂

∂(ct)
。在自然单位制中，方程更为简洁：

(iγµ∂µ +m)|ϕ⟩ = 0 (138)

在狄拉克方程中，态矢 |ϕ⟩ 不再是一个函数，而是四个函数！这个方程解决了概率不守恒的问题，但依
然有负能量的问题。狄拉克将负能量解解释成正电子。狄拉克认为负能级是存在的而且全部填充了电

子，如果某个负能级的电子被光子激发到正的能级，会在负能海中形成空穴，而空穴的运动方程对应于

负能量解，它看起来正像一个拥有正电荷的电子。结果几年后，正电子还真的被实验发现了……

狄拉克方程实际上是描述自旋 1/2 粒子的运动方程。运动满足狄拉克方程的粒子自动具有 1/2 的
内禀自旋。具体计算就比较复杂了……狄拉克方程也可以自然地与电动力学结合起来，处理电子与电磁

场的相互作用。这是量子电动力学的一点点雏形。在低能情况下，狄拉克方程可以很好地描述电子的运

动。另外，在石墨烯之类的材料中，紧束缚近似下的电子运动也满足一个类似狄拉克方程的运动方程。
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但如我之前所说，相对论性量子力学的尝试是注定会失败的，只能作为过渡理论。正式的相对论

性的量子力学是量子场论，它不再描述单粒子的运动，而通过正则量子化或路径积分描述量子化的场

的运动。经过场量子化后，粒子和场也将用统一的语言进行描述。然而，在量子场论中，被废弃的相

对论性量子力学方程又会有它独特的价值。量子场论中，标量场及旋量场的拉格朗日量，正是分别由

Klein-Gordon 方程与狄拉克方程构造出来的，而这两个场正好分别描述自旋 0 与自旋 1/2 的粒子。描
述自旋 1 的粒子的场，即向量场，则是由麦克斯韦方程构造而来。
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